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ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT 
VÀ VÉ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 


Trong chương này, chúng ta ứng dụng đạo hàm và 
giới hạn để xét một số tính chất quan trọng của hàm 
số và đồ thị như : tính đơn điệu, cực trị, giá trị lớn 
nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số và các đường tiệm 
cận của đồ thị ; từ đó khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ 
thị của hàm số. 

Học sinh cần có ki năng thành thạo khi xét các tính 
chất đã nêu của một hàm số cho trước cũng như 
khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của một số hàm 
số đơn giản. 


§ Ấ TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


Trong bài này ta sẽ ứng dụng đạo hàm để xét tính đơn điệu (tức là tính đồng 
biến và tính nghịch biến) của hàm số. 
Trước hết ta nhác lại định nghĩa hàm số đồng biến và hàm số nghịch biến 
trong sách giáo khoa Đại số IŨ nâng cao. 
Giả sử K là một khoảng, một đoạn hoặc một nửa khoảng và ƒ là hàm số xác 
định trên K. ' 
Hàm số ƒ được gọi là đồng biến trên K nếu 
Vị, x; €K, xị <x¿ —> NI) < ƒ(Œ2) ; 
Hàm số ƒ được gọi là nghịch biến trên K nếu 
Văn, xạ €Ấ, xị < *; — ƒŒX) > ƒ@¿}. 
Nói một cách khác, nếu hàm số ƒ xác định trên K thì 
Hàm số ƒ đồng biến trên K khi và chỉ khi với x tuỳ ý thuộc K, ta có 


GAM ~ÍE > 0 với mọi Ax # 0 mà x + Áy € K, 


Hàm số ƒ nghịch biến trên K khi và chỉ khi với x tuỳ ý thuộc K, ta có 
ƒŒ + Ar) ~ ƒŒ) 
Áx 


Từ đó, người ta chứng minh được điều sau đây : 


<0 với mọi Ax z 0 mà x + Áy € K. 


Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng ï. 


a) Nếu hàm số ƒ đồng biến trên khoảng 7 thì ƒ (x) > 0 với mọi 
xel 


b) Nếu hàm số ƒ nghịch biến trên khoảng 7ï thì ƒ'(x) <0 với 
mọi x e Ï. 


Đảo lại, có thể chứng minh được : 


ĐỊNH LÍ 

Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7, 
a) Nếu ƒ`(x) >0 với mọi x e Ï thì hàm số ƒ đồng biến trên 
khoảng !. 

b) Nếu ƒ'(x+) < Ö0 với mọi x e 7 thì hàm số ƒnghịch,biến trên 
khoảng ƒ. 

c) Nếu ƒ'{x) =Ú với mọi x e ï thì hàm số ƒ không đối trên 
khoảng Ï. 


Định lí trên cho ta một điều kiện đủ để hàm số đơn điệu trên một khoảng. 
CHÚ Ý 


Khoảng 7 trong định lí trên có thể được thay bởi một đoạn hoặc 
một nửa khoảng. Khi đó phải bổ sung giả thiết "Hàm số liên tục 


m 


trên đoạn hoặc nửa khoảng đó". Chẳng hạn : 


Nếu hàm số ƒ lên tục trên đoạn [z ; b] và có đạo hàm ƒ'(x) > Ö trên 

khoảng (2 ; b) thì hàm số ƒ đồng biến trên đoạn [z ; b]. 

Người ta thường diễn đạt khẳng định này qua bảng biến thiên như sau : 
* | 4 b 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng hàm số ƒ(x) = VI - x2 nghịch biến trên đoạn [O; 1. 
Giải 
Dễ thấy hàm số đã cho liên tục trên đoạn |O; 1]. Ngoài ra, ƒ (x) = 


—x 


wi-+? 


với mọi x e (0; 1). Do đó hàm số nghịch biến trên đoạn [0 ; 1]. _ 8Í 


e Việc tìm các khoảng đông biến và nghịch biến của một hàm số còn được nói 
gọn là xét chiêu biến thiên của hàm số đó. 

Qua định lí đã nêu, ta thấy việc xét chiều biến thiên của một hàm số có đạo 
hàm có thể chuyển về việc xét dấu đạo hàm của nó. 


Ví dụ 2. Xét chiều biến thiên của hàm số 
4 
y=x+—- 
X 
Giải 
Hàm số đã cho xác định trên tập hợp IR\ {0}. 


4x -4 
Ta có y'=1--; =T— : 
* * 


y=D«@Ằx=+2. 


Chiều biến thiên của hàm số được nêu trong bảng sau : 


Vậy hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (—œ ; —2) và (2 ; +œ), nghịch biến 
trên mỗi khoảng (—2 ; 0) và (0; 2). 


[H1| xét chiều biến thiên của hàm số 
sẽ... 

y=4x =2 + 2x-—3. 

Ví dụ 3. Xét chiều biến thiên của hàm số 
4 
y= -2x!+x~-3. 

Giải 
Hàm số đã cho xác định trên Ñ. 
Ta có y' = 4x” -4x+1= (2x— 1. 


] 1 


DU V3 So VÀ ° Ú VONTHOI TS 


: 


Bảng biến thiên : 


+aO 


im 
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: K: 
Theo chú ý sau định lí, hàm số đã cho đồng biến trên mỗi nửa khoảng 


[ca : 3Ì và Ẹ t+ ®] Từ đó suy ra hàm số đồng biến trên RR. 
Nhận xét. Qua ví dụ 3, ta thấy có thể mở rộng định lí đã nêu như sau : 

Giá sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7. Nếu ƒ (x) > Ö với mọi x e 7 (hoặc 
ƒ') <Ö với mọi x e ?) và ƒ'{x) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm của 7 thì 
hàm số ƒ đồng biến (hoặc nghịch biến) trên 7. 


[H2] xét chiều biến thiên của hàm số 


=2x5+s„x4 10 3_ 7 
y=2x +5x + ;* rŠ 


0âu hỏi và hài tập 


Xét chiều biến thiên của các hàm số sau : 


a)y= 2x) +3x2+l; b)y= xÌ— 2x2 +x+l; 
3 : 2 
CÁ 2019050) đy=x—= ý 


e)y=+x —2x” 5; Dy= v4-— +2, 


Chứng minh rằng 
a) Hàm số y = = đồng biến trên mỗi khoảng xác định của nó ; 
xX 


+87 2xw3 


b) Hàm số y = TH 


nghịch biến trên mỗi khoảng xác định của nó. 


Chứng minh rằng các hàm số sau đây đồng biến trên R : 
a) ƒ(Œ%) =x” =6x? +17x+4; b) ƒ(Œ@) = x) + x— cosx ~ 4. 
Với giá trị nào của z hàm số y= đx — x nghịch biến trên JR ? 
Tìm các giá trị của tham số a để hàm số 
ƒŒœ) =az” +axy)+4x+3 


đồng biến trên R. 


Luyện lập 


Xét chiều biến thiên của các hàm số sau : 


8)y= Q39 ~ 2 + 4x s5 b)y= sa x) +ốy? — 9x Tổ ¡ 
cìy=Ễ =—= đ)y= V2x— x2 ; 
e)y= Vx?°—-2x+3; 0y=——-2x 
Chứng minh rằng hàm số 
ƒ(x) = cos2x — 2x + 3 
nghịch biến trên R. 


Chứng minh các bất đẳng thức sau : 
A) sin x < x với mọi x > 0, 
sinx > x với mọi x < Ö ; 


Hướng dẫn. Chứng minh hàm số ƒ(x) = x — sinx đồng biến trên nửa khoảng 
1 
s2) 


2 
b) cosx >1— ST với mỌi x # Ö ; 


19. 


3 


: * ¬ 
c) sinx> — với mọi x > Ú, 


Sỉn+x < x-= với mọi x< 0, 
Chứng minh rằng 


: Ả". T 
Sin x + tanx > 2x với mọi x € (s:7) 
Hướng dẫn 


Chứng mỉnh hàm số ƒ(+) = sinx + tan x — 2x đồng biến trên nửa khoảng 


=) 


Số đân của một thị trấn sau / năm kể từ năm 1970 được ước tính bởi 
công thức 


ƒŒ) = TH, 
(ƒŒ) được tính bằng nghìn người). 
a) Tính số dân của thị trấn vào năm 1980 và năm 1995, 
b) Xem ƒ là một hàm số xác định trên nửa khoảng [0 ; +œ©). Tìm ƒ' và xét 
chiều biến thiên của hàm số ƒ trên nửa khoảng [0 ; + œ). 


©) Đạo hàm của hàm số ƒ biểu thị tốc độ tăng dân số của thị trấn (tính bằng 
nghìn người/ năm). 


e Tính tốc độ tăng dân số vào năm 1990 và năm 2008 của thị trấn. 
e Vào năm nào thì tốc độ tăng dân số là 0,125 nghìn người / năm ? 


§ ⁄) CỰC TRI CỦA HÀM SỐ 


Bài này giới thiệu khái niệm cực đại, cực tiểu của hàm số và xét quan hệ 
giữa cực đại, cực tiểu với dấu của đạo hàm cấp một và đạo hàm cấp hai của 
hàm số. 


1. Khái niệm cực trị của hàm số 


ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử hàm số ƒ xác định trên tập hợp ® (4ì c R) và xạ e 9). 
4) xạ được gọi là một điểm cực đại của hàm số ƒ nếu tồn tại một 
khoảng (4 ; b) chứa điểm xạ sao cho (đ ; b) c Ở) và 
ƒ(>) < ƒGạ) với mọi x e (2; b) \ xạ}. 
Khi đó ƒ(xạ) được gọi là giá trị cực đại của hàm số ƒ. 
b) xạ được gọi là một điểm cực tiểu của hàm số ƒ nếu tồn tại 
một khoảng (2 ; b) chứa điểm +ọ Sao cho (# ; b) C 9ì và 
ƒ(*) > ƒŒxg) với mợi x e (2; b) \{xa). 
Khi đó ƒ(xạ) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm số ƒ 
Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 
Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là cực trị. 
Nếu xạ là một điểm cực trị của hàm số ƒ thì người ta nói rằng hàm số ƒ đạt 
cực trị tại điểm xạ. y 
y=Ñ*) 


điểm 


cực tiểu cực đại cực đại 


Hình 1! 


CHÚ Ý 

1) Giá trị cực đại (cực tiểu) ƒ(xạ) của hàm số ƒ nói chung không 
phải là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên tập hợp 9} ; 
ƒQ@Gạ) chỉ là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên một 
khoảng (z ; b) nào đó chứa điểm xạ. 

2) Hàm số ƒ có thể đạt cực đại hoặc cực tiểu tại nhiều điểm trên tập 
hợp #`. Trên đồ thị của hàm số y = ƒ(x) trong hình 1.1, ta thấy 


hàm số có hai điểm cực tiểu và hai điểm cực đại. Hàm số cũng có 
thế không có cực trị trên một tập hợp số thực cho trước. 


3) Đôi khi người ta cũng nói đến điểm cực trị của đồ thị. 
Nếu xạ là một điểm cực trị của hàm số ƒ thì điểm (xọ; f(xo)) được 
gọi là điểm cực trị của đồ thị hàm số ƒ 
2. Điều kiện cần để hàm số đạt cực trị 
Quan sát đồ thị của hàm số y = ƒ(+) (h.l.1), ta thấy nếu hàm số ƒ đạt cực trị 
tại điểm x¿ và nếu đồ thị của hàm số có tiếp tuyến tại điểm (xạ ; ƒ(xạ)) thì 
tiếp tuyến đó song song với trục hoành, tức là ƒ (xạ) = 0. 


Đó là nội dung của định lí mà ta thừa nhận sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Giả sử hàm số ƒ đạt cực trị tại điểm xạ. Khi đó, nếu ƒ có đạo 


hàm tại xạ thì ƒ'(xạ) = 0. 


Điều ngược lại có thể không đúng. Đạo hàm ƒ' có thể bằng 0 tại điểm xọ 
nhưng hàm số ƒ không đạt cực trị tại điểm +ạ. 


Chẳng hạn, xét hàm số ƒ(x) = xỶ, ta có ƒ'(x) = 3x7 và ƒ*(0) = 0. Tuy nhiên, 
hàm số ƒ khóng đạt cực trị tại điểm x = 0. Thật vậy, vì ƒ'(x) > 0 với mợi x # 0 
nên hàm số ƒ đồng biến trên ÌR (h.1.2). 


lãi 


3 
W 
A 


Hìmh ï 2 Hình ! 3 

CHÚ Ý 

Hàm số có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó hàm số không có 
đạo hàm. Chẳng hạn, hàm số y = ƒ(x) = |x| xác định trên . Vì 


ƒ(0) =0 và ƒ(z) >0 với mọi x # 0 nên hàm số đạt cực tiểu tại 
điểm x = 0. 


Dễ thấy hàm số y = |xÌ không có đạo hàm tại điểm x = 0 (h.1.3). 


Như vậy, một hàm số chỉ có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó 
đạo hàm của hàm số bằng 0, hoặc tại đó hàm số không có đạo hàm. 


4. Điều kiện đú để hàm số đạt cực trị 
Định lí sau cho ta một điều kiện đủ để hầm số đạt cực trị. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử hàm số ƒ liên tục trên khoảng (2 ; b) chứa điểm xạ và 
có đạo hàm trên các khoảng (4 ; xạ) và (xạ ; ö). Khi đó 


a) Nếu ƒ(x) <0 với mọi x e (4; xọ) và ƒ (x) > Ö với mọi 
x e (xạ ; b) thì hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm xạ. 
b) Nếu ƒ'(x) > O với mợi x e (4; xạ) và ƒ (+) < 0 với mọi 
x e (xạ ; b) thì hàm số ƒ đạt cực đại tại điểm xạ. 
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Nói một cách khác, 
a) Nếu ƒ'(x) đổi dấu từ âm sang dương khi x qua điểm +ạ (theo chiều tăng) 
thì hàm số đạt cực tiểu tại điểm xạ. 
b) Nếu ƒ'(x) đổi dấu từ dương sang âm khi x qua điểm xạ (theo chiều tăng) 
thì hàm số đạt cực đại tại điểm xọ. 
Chứng minh 
a) Vì hàm số ƒ liên tục trên nửa khoảng (2; xạ] và ƒ(x) <0 với mọi 
x e(Z; xạ) nên hàm số ƒnghịch biến trên (2 ; xạ ]. Đo đó 

ƒ() > ƒŒạ) với mọi x e (4; xạ). 
Tương tự, vì hàm số ƒ liên tục trên nửa khoảng [xạ ; b) và ƒ'(x) > 0 với mọi 
x e (+; ; Ð) nên hàm số đồng biến trên [xạ ; b). Do đó 

ƒ(*) > ƒ(xạ) với mọi x e Œọ ; b). 


Vậy ƒ(+) > ƒ(xg) với mọi x e (2; b) \ [xạ}, tức là hàm số ƒ đạt cực tiểu tại 
điểm xạ. 


b) Phần b) được chứng minh tương tự. n 
Định lí 2 được viết gọn lại trong hai bảng biến thiên sau : 
* a *0 b 
#œ) -_ + 
fŒœ) TẾ NA, fŒạ) ` ải 
(cực tiểu) 
x a *ọ b 
#œ) + _ 


f0) J Go), 
(cực đại) 
Từ định lí 2 ta có quy tắc tìm cực trị sau đây. 
13 
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QUY TẮC 1 
1.Tìm ƒ'Œ>). 


2. Tìm các điểm x, (¡ = I, 2,...) tại đó đạo hàm của hàm số bằng 0 
hoặc hàm số liên tục nhưng không có đạo hàm, 

3. Xét đấu ƒ'(z). Nếu ƒ'(x) đổi dấu khi x qua điểm x, thì hàm số 
đạt cực trị tại x;. 


Ví dụ 1. Tìm cực trị của hàm số 


nh 4 
ƒ(z)= Ung 3x+ 3 
Giải 


Hàm số đã cho xác định trên lR. 


Ta có ƒ) =x?—2x—3. 
Từ đó ƒ+) =0<© x =_-—I hoặc x = 3, 
Sau đây là bảng biến thiên : 
* | —œ -] 3 +œ 
#Œœ) + 0 _ 0 + 


ƒŒ) “` ă b 22 sử 


Vậy hàm số đạt cực đại tại điểm x = -Il, giá trị cực đại của hàm số là 
(=1) = 3. Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x = 3, giá trị cực tiểu của hàm số là 


2 
ƒ@) = -1Š- 


[H†| Tim cực trị của hàm số 


ƒŒ) = EU S8 
x 


Ví dụ 2. Áp dụng quy tắc 1 tìm cực trị của hàm số 
ƒŒœ) = lrị. 


Giải 


Hàm số đã cho xác định và liên tục trên IR. 


—x VỚI x <Ö 

Ta có x)= 
#9 Ba. 
—l với x < 0 

Do đồ '(txy) = 
ƒœ) n. 


(Hàm số ƒ không có đạo hàm tại điểm +x = 0). 
Sau đây là bảng biến thiên : 


Vậy hàm số đạt cực tiểu tại x = 0 và giá trị cực tiểu của hàm số là ƒ(0) =0. 


Có thể sử dụng đạo hàm cấp hai để tìm cực trị của hàm số. Người ta đã chứng 
minh định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 


Giá sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp một trên khoảng (2; b) 
chứa điểm xạ, ƒ`(xạ) = 0 và ƒ có đạo hàm cấp hai khác 0 tại 
điểm xụ. 

a) Nếu ƒ"(xạ) < 0 thì hàm sốƒ đạt cực đại tại điểm xạ, 


b) Nếu ƒ "(xạ) > 0 thì hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm xụ. 


Từ định lí 3, ta có một quy tắc khác để tìm cực trị của hàm số (nếu hàm số có 
đạo hàm cấp hai). 


QUY TẮC 2 

1. Tìm ƒ (+). 

2. Tìm các nghiệm x, (¡ = 1, 2...) của phương trình ƒ (x) = 0 

3. Tìm ƒ"(x) và tính ƒ”(+x,). 

Nếu ƒ"(x,) < 0 thì hàm số đạt cực đại tại điểm x,. 

Nếu ƒ"(x,) > 0 thì hàm số đạt cực tiểu tại điểm x,. 
Ví dụ 3. Áp dụng quy tắc 2 tìm cực trị của hàm số 


"`... 4 
ƒŒœ) =s+ x 3x tia 
Giải 
Hàm số đã cho xác định trên lR, 
Ta có ƒ'{x) = x - 2x — 3; 
(+) =0€© x=-—l hoặc x = 3 ; 
— ƒ"Œ%)=2x-2. 
Vì ƒ"(—l) = —4 < 0 nên hàm số đạt cực đại tại điểm x = —1, ƒ(—l) = 


Vì ƒ") = 4 >0 nên hàm số đạt cực tiểu tại đểểm x = 3, ƒ(3) = -7~ 
Ta nhận được các kết quả đã biết trong ví dụ I. 


[H2] Tìm cực trị của hàm số 
ƒ(z) =2sin2x7—3. 


Câu hỏi và bài tập 
11. Tìm cực trị của các hàm số sau : 
a) ƒŒ) = mm + 2x? +3x—H; b) #Œ@) = nu —Y 2+2x — 10 ; 
c) ƒ@ =x+= P đ) ƒ(Œœ) = ÌxÌ(x + 2) h 
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12. 


13. 


14. 


15. 


Š 


5 3 
S) ƒ@ ==T= +2: Ð ƒGœ) = 


Tìm cực trị của các hàm số sau : 


a) y= x4 — 3Ÿ ; b)y= j8 — x7 ; 
c)y=x—sin2x + 2 ; đ)y= 3-— 2cosx — cos2+. 
Tìm các hệ số a, b, c, đ của hàm số 

ƒ(Œ) = av) + by? +cx+ d 


sao cho hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm x = 0, ƒ(0) = 0 và đạt cực đại tại điểm 
x=1,ƒ)=1. 
Xác định các hệ số a, b, c sao cho hàm số 
ƒŒ%) =x ` +ax? +bx+c 
đạt cực trị bằng 0 tại điểm x = — 2 và đồ thị của hàm số đi qua điểm Á(I ; 0). 
Chứng minh rằng với mọi giá trị của , hàm số 
x2 — m(m + l)x + mề + 1 


VĂN +x—m 


luôn có cực đại và cực tiểu. 


GIÁ TRỊ LỚN NHẤT 
VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 


măng ————— 


Nhiều bài toán dẫn đến việc tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
trên một tập hợp số thực cho trước. Trong bài này ta sẽ ứng dụng tính đơn 
điệu và cực trị của hàm số để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
hàm số. 


2- GTIĐNC-A 17 
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ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử hàm số ƒ xác định trên tập hợp 9 (9 c R). 
a) Nếu tồn tại một điểm xạ œ % sao cho 
ƒ£(@) S ƒŒạ) với mọi x e 
thì số M = ƒ£Œ) được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số ƒ trên 
9, kí hiệu là ÄM = max ƒ(x). 
xe0 


b) Nếu tồn tại một điểm xạ e ° sao cho 
ƒŒœ)> ƒŒạ) với mọi x e 9 
thì số m = ƒ(xạ) được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ trên 
%® kí hiệu là ø = min ƒ(+). 
xeủ 

Như vậy, muốn chứng tỏ rằng số M (hoặc m) là giá trị lớn nhất (hoặc giá trị 
nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên tập hợp 9 cần chỉ rõ : 
a) ƒ(x) < M (hoặc ƒ(x) > m) với mọi x e Ø9). 
b) Tôn tại ít nhất một điểm xạ e # sao cho ƒ(xạ) = Mf (hoặc ƒ(Xạ) = mì. 
Ta quy ước rằng khi nói giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất của hàm số ƒ (mà không 


nói "trên tập 9") thì ta hiểu đó là giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất của ƒ trên tập 
xác định của nó. 


Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
ƒfŒœ) = J4 ~ x7. 
Giải 


Tập xác định của hàm số là [-2; 2] Hiển nhiên 0< ƒ(x)<2 với mọi 
xel[-2;2]; 


ƒ(Œx)=0 © x=+2 và ƒ(x)=2 ©x=0. 


min 4-x” =0; max 4— x? =2. 


xe[-2;2] xe[-2;2] 


ñ 


Phương pháp thường được sử dụng để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 
của hàm số trên một tập hợp là lập bảng biến thiên của hàm số trên tập 


hợp đó. 
Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
ƒ(x) = xÌ — 3x + 3 trên đoạn - ; ni 
Giải. Ta có 
f#Œ) =3@~ 1); 


f(Œœ)=O0<© x=+I. 


Sau đây là bảng biến thiên của ƒ trên đoạn | : ;| : 


3 
sẽ = 1 há 
b. 3 I 2 


£Œœ) +  .Ũ  = 6 -‡ 


Từ bảng biến thiên, ta được 


max ƒ(x) = ƒ(l) = 5 ; min _ƒ(z) = ƒ(-3) = - l5. 


xe -3:5 x€ -3:2 


[H| Tim giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 


] 
x—I 


ƒŒ)=x+ 


trên khoảng (1 ; + m). 


5 15 
7œ) 2” lá H 
-15 ` 1 
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Ví dụ 3. Một hộp không nắp được 
làm từ một mảnh các tông theo mẫu 
hình 1.4. Hộp có đáy là một hình 


vuông cạnh x (cm), chiều cao là (cm) 
và có thể tích là 500 cm”. 

a) Hãy biểu diễn Ù theo x. 

b) Tìm diện tích $(x) của mảnh các tông 
theo +. 

c) Tìm giá trị của x sao cho §(x) 
nhỏ nhất. 

Giải Hình 1! 4 
a) Thể tích của hộp là 


V = x?h = 500 (cm). Do đó h = S x>0. 
x 


b) Diện tích của mảnh các tông dùng làm hộp là 


S() = x? + 4hừ. 
Từ a) ta có 


SŒœ)=< z* Xe. 


xX > Ú, 


©) Ta tìm x>0 sao cho tại đố S(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên khoảng 
(0; + œ). Ta có _ 


S'+) =2t-— 


2 + 


2000 _ 2(x` - 1000) , 
*? P4 


$'œ) =0<š#= 10; 
Bảng biến thiên của Š trên khoảng (0 ; +œ) : 


Dựa vào bảng biến thiên (ta thấy trên khoảng (Õ ; + œ©), hàm số § đạt giá trị 
nhỏ nhất tại điểm x = I0. Vậy muốn tốn ít nguyên liệu nhất, ta lấy độ dài cạnh 
đáy hình hộp là x = 10 (cm). n 
Nhận xét 


Người ta đã chứng mình được rằng hàm số liên tục trên một đoạn thì đạt được 
giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên đoạn đó. 


Trong nhiều trường hợp, có thể tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm 
số trên một đoạn mà không cần lập bảng biến thiên của nó. 

Giả sử hàm số ƒ liên tục trên đoạn {2 ; b] và có đạo hàm trên khoảng (4a ; Ù), 
có thể trừ một số hữu hạn điểm. Nếu ƒ(x) = O chỉ tại một số hữu hạn điểm 
thuộc (z ; b) thì ta có quy tắc tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm ƒ trên 
đoạn [2 ; ð] như sau : 


QUY TẮC 

1. Tìm các điểm xị, x;,.... x„ thuộc (2 ; ở) tại đó hàm số ƒ có đạo 
hàm bằng 0 hoặc không có đạo hàm. 

2. Tính ƒŒx), ƒŒ¿),.... ƒ(Œx„), ƒ(a) và ƒŒ). 

3. So sánh các giá trị tìm được. 

Số lớn nhất trong các giá trị đó là giá trị lớn nhất của ƒ trên đoạn 


[2 ; b], số nhỏ nhất trong các giá trị đó là giá trị nhỏ nhất của ƒ trên 
đoạn {2; b]. 


Ví dụ 4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(+) = xŸ ~ 3x +3 
trên đoạn [0 ; 2]. 
Giải. Ta có ƒ '(x) = 3x2 — 3 ; 
Hàn: Bị sốt .*Ú hạn 
> > 


©>x=l; 
Ô<x<2 O<x<2 


0<x<2 
ƒ@) = 1; ƒ(0 = 3: ƒ@) = 5. 


Dođó max ƒ(x) = 5 và min ƒ(x) = l. 
xe|0;2] xe 0;2] 


Ï 
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k4 ˆ 
Dâu hỏi và bài tập 


lố. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hầm số 
ƒ() = sin” x + cos' x. 
17. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hầm số sau : 


a) ƒ(Œ) = x° + 2x — 5 trên đoạn [—2 ; 3] ; 


3 
_b) ƒ@œ) tr? + 3x — 4 trên đoạn [—4 ; 0] ; 


©) ƒŒ) = x+ trên khoảng (0; + œ) ; 


đ) ƒ(x) = -x” + 2x + 4 trên đoạn {2; 4]; 


2x2 +5x+4 


e /ƒ@ =“—— 


trên đoạn [O; 1] ; 


Ð ƒ/Œ) = x _= trên nửa khoảng (0; 2]. 
18. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 
a)y= 2sin? x + 2sin x — Ì 3 b) y= cos” 2x — sin xcosx + 4. 


19. Cho một tam giác đều ABC cạnh z. Người ta dựng một hình chữ nhật MNPO 
có cạnh MN nằm trên cạnh BC, hai đỉnh P và Q theo thứ tự nằm trên hai cạnh 
AC và AB của tam giác. Xác định vi trí của điểm ẤM sao cho hình chữ nhật có 
điện tích lớn nhất và tìm giá trị lớn nhất đó. 

20. Khi nuôi cá thí nghiệm trong hồ, một nhà sinh vật học thấy rằng : Nếu trên 
mỗi đơn vị diện tích của mặt hồ có ø con cá thì trung bình mỗi con cá sau một 
Vụ Cần nặng 


P(n) = 480 — 20n (gam). 


Hỏi phải thả bao nhiêu cá trên một đơn vị điện tích của mặt hồ để sau một vụ 
thu hoạch được nhiều cá nhất ? 
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21. 


22. 


23. 


25. 


26. 


Luyện tập 


Tìm cực trị của các hàm số sau ; 
X 


xì 
a) ƒ(+) = 2 F b) ƒ(2) =— TT? 


x + 


© ƒŒ+) = VJ5Š— xŸ ; đ ƒŒ) = x+ jx2 -1. 


Tìm giá trị của để hàm số 


2 
X“ + mx — Ï 
ƒ#Œ) =——T— 
có cực đại và cực tiểu. 
Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được cho bởi công thức 
G(x) = 0,025xˆ(30 — x), 
trong đó x là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân (x được tính bằng 


miligam). Tính liều lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân để huyết áp giảm 
nhiều nhất và tính độ giảm đó. 


. Cho parabol () : y= +? và điểm A(-3;0). Xác định điểm M thuộc parabol 


(Ø) sao cho khoảng cách 4M là ngắn nhất và tìm khoảng cách ngắn nhất đó. 
Một con cá hồi bơi ngược đồng để vượt một khoảng cách là 300km. Vận tốc 
đòng nước là 6km/h. Nếu vận tốc bơi của cá khi nước đứng yên là y (km/h) thì 
năng lượng tiêu hao của cá trong 7 giờ được cho bởi công thức 

E(@w)= cvề, 


trong đó c là một hằng số, E£ được tính bằng Jun. Tìm vận tốc bơi của cá khi 
nước đứng yên để năng lượng tiêu hao là ít nhất. 


Sau khi phát hiện một bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm 
bệnh kể từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ ¿ là 


f0) = 45? ~ f ,t =0, 1,2,..., 25. 
Nếu coi ƒ là hàm số xác định trên đoạn [O ; 25] thì ƒ'{) được xem là tốc độ 
truyền bệnh (người / ngày) tại thời điểm /. 
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a) Tính tốc độ truyền bệnh vào ngày thứ 5. 
b) Xác định ngày mà tốc độ truyền bệnh là lớn nhất và tính tốc độ đó. 
c) Xác định các ngày mà tốc độ truyền bệnh lớn hơn 600. 
đ) Xét chiêu biến thiên của hàm số ƒ trên đoạn [0 ; 25]. 
27. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 
a) ƒ(x) = 3 — 2x trên đoạn [-3;1]: 


b) ƒŒœ)=x+4—x?; 


2 


c) ƒ(x) = sin' x + cos x+2; 


đ) ƒ(z) = x— sin2x trên đoạn |-§:| 


28. Trong các hình chữ nhật có chu vi là 40 cm, hãy xác định hình chữ nhật có 
điện tích lớn nhất. 


ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 
§ VÀ PHÉP TỊNH TIẾN HỆ TOẠ ĐỘ 


may ———— CC 


Ta nhắc lại định nghĩa đồ thị của hàm số trong sách giáo khoa Đại số 10 
nâng cao. | 

Đồ thị của hàm số y = ƒ#{x) xác định trên tập % là tập hợp tất cả các điểm 
(;/#@)), x e 9) của mặt phẳng toạ độ. 


Người ta còn gợi đồ thị của hàm số y = ƒ+) là đường cong có phương trình là 
y =ƒŒ) (gọi tắt là đường cong y =9). 


Trong nhiều trường hợp việc thay hệ toạ độ đã có bởi một hệ toạ độ mới giúp 
ta nghiên cứu đường cong thuận tiện hơn. Bài này giới thiệu phép tịnh tiến hệ 
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1. 


2. 


toa độ, nhờ đó có thể xác định được trục đối xứng và tâm đối xứng của một số 
đường cong. 


Phép tịnh tiến hệ toạ độ và công thức chuyển hệ toạ độ 


Giả sử Ï là một điểm của mặt phẳng 
và (xạ ; yọ) là toạ độ của điểm 7 
đối với hệ toạ độ Óxy. Gọi JXY là 
hệ toa độ mới có gốc là điểm ï và 
hai trục 7X, IY theo thứ tự có cùng 
các vectơ đơn vị F ÿ với hai trục 
Óx, Oy (h.1.5). 


Giả sử M là một điểm bất kì của 
mặt phẳng. Gọi (x ; y) là toạ độ của 
điểm M đối với hệ toạ độ Oxy và 
Œ; P) là toạ độ của điểm M đối với Hình ].5 
hệ toạ độ /XY. Khi đó 


OM = OI +]M 
hay 
xi+yJ = Gxai + vạ/) +(Xi+ Y7) 
= (X + xe) + Œ + yạ)/. 
Do đó 
NƯNG 
y=ŸF tờ. 


Các hệ thức trên gọi là công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo 
vectơ OÏ. 

Phương trình của đường cong đối với hệ toa độ mới 

Giả sử (9) là đồ thị của hàm số y = ƒ(+) đối với hệ toạ độ Óxy đã cho. Khi 
đó phương trình của đường cong (9) đối với hệ toạ độ Óxy là y = ƒ(+x). Ta sẽ 
viết phương trình của () đối với hệ toạ độ mới JXY. 
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Giả sử M là một điểm bất kì của mặt phẳng, (x ; y) và (X; Y) là toạ độ của 
điểm M, theo thứ tự, đối với hệ toa độ Oxy và IXY. Khi đó, 


Me(9) © y= f@}. 

Áp dụng công thức chuyển hệ toa độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ, ta có 
M c ()© Y+yy = fŒ + xạ) © Y = ƒƠ + xa) — Đụ. 
Vậy phương trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ DY là 
Y = ƒŒX + xạ) - Đụ- 

Ví dụ. Cho đường cong (€) có phương trình là 

y=3~2 ~l 
và điểm ï (2 ; —1). 


a) Viết công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OI và viết 
phương trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ /XY, 


b) Từ đó suy ra rằng 7 là tâm đối xứng của đường cong (4). 
Giải. a) Công thức chuyển hệ toa độ trong phép tính tiến (heo vectơ Oï là 


x=X+2 
y=Y-I. 


Phương trình của đường cong (4) đối với hệ toạ độ 7XY là 
Eels 5X cử lấy TS #): 
2 2 
b)Vì Y= z4 là một hàm số lẻ nên đồ thị (2) của nó nhận gốc toạ độ 7 
làm tâm đối xứng. IB 


IHỊ a) Tìm toạ độ đỉnh I của parabol (2) có phương trình là 
y= 2x? -Áx. 


b) Viết công thức chuyển hộ loạ độ trong phép tịnh tiến theo vecld Ol và viết 
phương trình của parabol (?) đối với hệ toạ độ IXY. 


Gâu hỏi và bài tập 


29. Xác định đỉnh 7 của mỗi parabol () sau đây. Viết công thức chuyển hệ toạ độ 
trong phép tịnh tiến theo vectơ Oï và viết phương trình của parabol ?) đối 
với hệ toạ độ IXY. 


4) y=2x? -3x+l; bì y=gx sư n3, 


cìy=x-4x?; đọ y= 2x? -— 5. 
30. Cho hàm số ƒ(x)= xỶ —3x2 +'1. 


a) Xác định điểm 7 thuộc đề thị (2) của hàm số đã cho biết rằng hoành độ của 
điểm ï là nghiệm của phương trình ƒ "(x)= 0. 

b) Viết công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tình tiến theo vectơ Oï và viết 
phương trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ !XY. Từ đó suy ra rằng 7 là 
tâm đối xứng của đường cong (2. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong () tại điểm ! đối với hệ toa 
độ Oxy. Chứng minh rằng trên khoảng (—œ;l) đường cong (2) nằm phía 
dưới tiếp tuyến tại 7 của (2) và trên khoảng (1;+ so) đường cong (92) nằm 
phía trên tiếp tuyến đó. 

Hướng dân. Trên khoảng (—œ; E), đường cong (2) nằm phía dưới tiếp tuyến 


y=ávc+ b nếu ƒ(x) < ax + b với mọi x < Ì. 


41. Cho đường cong () có phương trình là y = 2 — = và điểm /(~2 ; 2). Viết 


công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh riến theo vectơ Oï và viết phương 
trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ /XY. Từ đó suy ra 7 là tâm đối 


xứng của (€). 
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32. Xác định tâm đối xứng của đồ thị mỗi hàm số sau đây. 


3x—2 
= II b)y=———. 
3) x1 )y x+I 
Hướng dân. b) Viết công thức đã cho dưới đạng y = 3T: 
33. Cho đường cong (€) có phương Hình y=øx+b+- = , trong đó 
=¬ 


a #0, c # 0 và điểm ï có toa độ (xạ ;yạ) thoả mãn yạ = øx¿ + b. Viết công 


thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ và phương trình của 
(#) đối với hệ toạ độ ïXY. Từ đó suy ra rằng 7 là tâm đối xứng của đường 
cong (92). h 


^ +2 ^ ` 
N 5 ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
1. Đường tiệm cận đứng và đường tiệm cận ngang 
Ta đã biết đồ thị của hàm số ƒ(x) = : là đường hypebol gồm hai nhánh nằm 


trong góc phần tư thứ nhất và thứ ba của mặt phẳng toa độ (h. Ì.6). 
Ta có 


lim /ƒ(+)= lim C 
x7a+ PP — xo+z X 


và lim ƒ{x)= lim C ve 0) 
xen x¬—œ X 
Điều đó có nghĩa là khoảng cách Ó Hắă x 
MH= |ƒ@| từ điểm M của đồ thị 
đến trục hoành dần đến 0 khi điểm NEIK 
Ä theo đường hypebol đi xa ra vô 


tận về phía phải hoặc phía trấi. 
7 The, 120221 Hình l6 
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: : Šu/Êttxàc + : : 1 
Người ta gọi trục hoành là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = sã 


Ta cũng có 
: : I ¬-- 1uạy TẾT 
lim ƒ(+x)= lm —=+œ và lim ƒ{(x)= lim —=_— m. 
x¬0 x¬0' * x0" x>q * 


Điều đó có nghĩa là khoảng cách WK = ÌxÌ từ một điểm N của đồ thị đến trục 
tung dần đến 0 khi điểm N theo đô thị đi xa ra vô tận về phía trên hoặc phía 


dưới. Người ta gọi trục ung là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = ~ 


Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Đường thẳng y = yạ được gọi là đường tiệm cận ngang (gọi tắt 
là tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu 


lim ƒ@)=yạ hoặc lim ƒ(z)= }ọ: 
x+œ x_œ 


(Xem hình 1.7). 


Đường thẳng y = yạ là tiệm cận ngang của Đường thẳng y = yạ là tiệm cận ngang 
đồ thị (khi x —= +). của đả thị (khi x — —). 
4) b) 
Hình 1.7 
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ĐỊNH NGHĨA 2 
Đường thẳng x = xạ được gợi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt 
là tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số y = ƒ(+x) nếu ít nhất một 
trong các điều kiện sau được thoả mãn : 


lim ƒ(x) = + ; lim ƒŒœ) = + ; 


x¬ %g x>%p 
lim ƒŒđ)=-=; lim ƒ(x)=—m= 
x>Xp x¬xg 


(Xem hình 1.8). 


€) 3) 
a) và c). Đường thẳng x = xạ là tiệm cận b) và d). Đường thẳng x = xạ là tiệm 
đứng của đồ thị (khi x —> xạ ). cận đứng của đồ thị (khi x — xạ ). 
Hình ! S 
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2x] 


Ví dụ 1. Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = TỶ 


Giải 
Hàm số đã cho có tập xác định là JR\ (—2). 


Vì lim y=2và lim y=2 


x>+œ x¬_-œ 


nên đường thẳng y =2 là tiệm š 
cận ngang của đồ thị (khi H 
Xx  +œ và khi x —> —œ). E 
h 
Vì lim y=-œ ˆ và | |2 Tiệm cậnngang 
x¬(-2# y=2 
lim y=+œ nên đường thẳng k 

k>»(-2)_ 
x =—2 là tiệm cận đứng của đồ c 

ư 
thị (kh x>(-2)Ì và khi ¬ 
x—(-2) )(h.1.9). Hình L9 


Ví dụ 2. Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 


TC V{x?+l 
* 
Giải 
Hàm số đã cho có tập xác định là 
Ev{OI. 


Ta có lim y= lim ———*— 
x¬+e x¬—+e * 


= lim lệ ei 
x—>+œ ba 


Do đó, đường thẳng y=1 là 


tiệm cận ngang của đồ thị (khi 
x — +). 


Hình 1.10 
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1 
lI+—> 
. R —~X x2 Š ] 
Tươngtự, lim y = lim —————”— = -lim,j]+—~ = -1. 


x—->—œ x>—o P4 x->—œ X 
Do đó, đường thẳng y = —1 là tiệm cận ngang của đồ thị (khi x -> —). 


Vì lim y ==+œ và lim y =-œ nên đường thẳng x =0 là tiệm cận đứng 
x¬›0` x0" 


của đồ thị (khi x —> 0” và khi x —> 0) (h.1.10). 


-_ 3x2 
2” 


[H1] Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = ` 
: l—x 


2. Đường tiệm cận xiên 
Cho (9) là đô thị của hàm số y = ƒ(x) và (đ) là đường thẳng 
y=ax+b (a0). 


Gợi M và N là hai điểm của (9) và (2) có cùng hoành độ x (h.1.11). Nếu độ 
đài của đoạn thẳng MN dân đến 0 khi x dần đến +œ (hoặc khi x dần đến —œ) 
thì đường thẳng (2) được gọi là đường tiệm cận xiên của (#2). 

Vì MN =|ƒ(x) — (ax + b)| nên ta có định nghĩa sau : 


ĐỊNH NGHĨA 3 


Đường thẳng y = ax +, a #0, được gọi là đường tiệm cận 
xiên (gọi tắt là tiệm cận xiên) của đô thị hàm số y = ƒ(x) nếu 


lim [ƒ(x) - (ax + b)] = 0, 
x»+wœ 


hoặc lim [ƒ(+) — (ax + b)| =0. 
x¬_-—m 


(Xem hình 1.11). 
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Đường thẳng y = ax + b là tiệm cận Đường thẳng y = ax + b là tiệm cản 
xiên của đồ thị (khi x —y +eo). xiên của đồ thị (khi x —y —m). 
4) b) 
Hình 111 


Ví dụ 3. Đồ thị hàm số 


X 


ƒ(Œ) =x+ 


x? = 
có tiệm cận xiên (khi 
x->+~+œ© và khi x — —œ) là 
đường thẳng y = x vì 

lim [ƒ(x) ~ x] = 


x¬+œ 


= lim =0 


x->†+®© y“ —] 


và lim {ƒ(x)—x]=0 


(h.1.12). Hình ï.12 


|H2Ì Chứng minh rằng đường thẳng y = 2x +1 là tiệm cận xiên của đổ thị hàm số 


=2 1 : 
j= 


3- GT12-NC-A .ò_33 
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CHÚ Ý 
Để xác định các hệ số a, b trong phương trình của đường tiệm cận 
xiên, ta có thể áp dụng các công thức sau : 


a= lim J6) ‡ b= lim [ƒ(x)- ar] 
x+œ X x++œ 
#0), 


hoặc a= lim b= lm [ƒŒ) - a+x]. 
xo¬~w x>— 


(Khi az = 0 thì ta có tiệm cận ngang). 


Thật vậy, xét trường hợp x —> +œ©, giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng 
(œz ;+œ}) và đường thẳng y = ax + b là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 
y= ƒ(z) (khi x —> +œ). Khi đó, theo định nghĩa 3, ta có 


lim {ƒ(x)- (4x +b)]=0. - () 
x>+® 

Do đó lim =“.... 

tức là lim IZ2-a-®|=o. 
x —> +œ x * 


a= lim (2) 
x>+® #X 
Từ (1) suy ra 
b= lim [ƒ(x) - ax] (3) 


Đảo lại, nếu z và b thoả mãn (2) và (3). thì từ (3) suy ra (1). Do đó đường 
thẳng y = ax + b là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu z # 0 và 
là tiệm cận ngang nếu z = 0. 


Trường hợp x —> -œ được chứng minh tương tự. 


Ví dụ 4. Tìm tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 
3 
X 


/ƑŒœ)= 


x—] 


3 - BT12-NC-8 


Giải. Ta có 


x >> +œ x>»+œ xe®+œ v“ —-] 


3 ` 
b= lim [ƒŒ)-x]= lim [ = Kí = lim = =0, 
Theo chú ý vừa nêu, đường thẳng y = x là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 
đã cho (khi x —> +œ). 


Ta cũng có a= lim 8 


=[, b= lim [ƒ(x) - x] = 0. 
x->—© : x->—œ 
Đo đó, đường thẳng y = x cũng là tiệm cận xiên của đồ thị (khi x —> —=). 
Ta thấy lại kết quả đã nhận được trong ví dụ 3. 
|H3! Tìm tiệm cận xiên của đổ thị hàm số 


2x2 -3xz TT 


ƒœ@=“—— 


Câu hủi và bài tập 


34. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


*.—'2 S2 ng 
DỰ TA H:! S072 xu? 

1 x -3x+4 
là 008.) HE ADBE-T” Tae 
x+2 * 
c2 mm n. L3) ong: NEEESI 

+] x +I 


35. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


2x-—I TẾ) 
a4) y= —+x_-3; b)y= =; 
_ W <2 
3 2 
X +x+Ì Xx+x+Í 
©Ặy=———— ¡ đ)y=—————: 
#1 -58x2—2x +3 
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36. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 
3a) y= 3 =1ẻ b) y=2x+ x2 T1; 
€Ầ y=x+vx2+l; đ y=Wxz °+x+l, 


Luyện lập 
37. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


a) y=x+ x+]'4 : b) y—Jx 2 -4x+3; 


2 


2 
1 
c) y= X +4; N}j= 


x=Ỉ 
38. a) Tìm tiệm cận đứng và tiệm cận xiên của đồ thị () của hàm số 


_x T2x+2 
y= x3 


b) Xác định giao điểm 7 của hai tiệm cận trên và viết công thức chuyển hệ toạ 
độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OI. 


c) Viết phương trình của đường cong () đối với hệ toạ độ /XY. 
Từ đó suy ra rằng 7 là tâm đối xứng của đường cong (2). 
39. Cùng các câu hỏi như trong bài tập 38 đối với đồ thị của các hàm số sau : 


x°+x-4 x2 —8x +19 


A95 x+2 :  c x—Š 
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KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ 
Ệ ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC 


mạng 


1. Các bước khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


Trong hai bài §6 và §7 ta sẽ sử dụng những điều đã trình bày trong các bài 
trước để khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. Ta sẽ chỉ để cạp đến 
một số hàm số đơn giản. Khi khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số, ta tiến hành 
các bước sau đây : 

1°. Tìm tập xác định của hàm số. 

2°. Xét sự biến thiên của hàm số 

a) Tìm giới hạn tại vô cực và giới hạn vô cực (nếu có) của hàm số. 

Tìm các đường tiệm cận của đồ thị (nếu có). 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số, bao gồm : 

Tìm đạo hàm của hàm số, xét dấu đạo hàm, xét chiều biến thiên và tìm cực trị 
của hàm số (nếu có), điền các kết quả vào bảng. 

3°. Vẽ đồ thị của hàm số 

e Vẽ các đường tiệm cận của đồ thị (nếu có). 


e Xác định một số điểm đặc biệt của đồ thị, chẳng hạn tìm giao-điểm của đô 
thị với các trục toạ độ. (Trong trường hợp đồ thị không cắt các trục toạ độ hoặc 
việc tìm toa độ giao điểm phức tạp thì bỏ qua phần này). 


e Nhận xét về đồ thị : Chỉ ra trục và tâm đối xứng của đồ thị (nếu có, không 
yêu cầu chứng minh). ˆ 


2. Hàm số y = ax” + bx? +cr+d (a+0) 
Ví đụ 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2 của hàm số 
y =sẰœ -3xˆ“—9x 8). 
Giải 
1“. Hàm số có tập xác định là !R, 
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2°. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hầm số tại vô cực 
lim y=-s và lim y= +œ. 
Lk >—œ (+ >+® 
b) Bảng biến thiên 
, hổ ly 2 
Ta có y =n@+ —6x-—0®) ; 


y'=0«@àx?—2x-3=0€>x=-—I hoặc x = 3. 


— =' 3 + 
vy + _ 0 + 
0 
M “.ă TQ " aăự +œ 
—œO 4 


Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (—-œ;—I) và (2 ;+œ), nghịch biến trên 
khoảng (—I ; 3). 

Hàm số đạt cực đại tại điểm x =-—] ; giá trị cực đại của hàm số là y(—]) = 0. 
Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x=3 ; giá trị cực tiểu của hàm số là 
y@) = -4. 

39. Đỏ thị (h.1.13) 


Giao điểm của đồ thị với trục tung là 


điểm lo: — 3) Ta có 


v=0 © (x+1UŸ(x—5)=0 
<< x=_-] hoặc x= 5. 

Vậy đồ thị và trục hoành có hai 

điểm chung là (—1 ; 0) và (5 ; 0). 


Ngoài ra đồ thị còn đi qua một điểm 
đặc biệt gọi là điểm uốn của nó mà 
ta sẽ đề cập sau đây. 


Hình ! l3 


Điểm uốn của đồ thị 
Gọi U là điểm thuộc đồ thị () trong ví dụ 1 có hoành độ là nghiệm của 
phương trình y” = 0. Ta có y” = g6 —6);y"=Ũ«<ẦẰ© x=l. 


Toạ độ của điểm là (1 ; ~2). 

Có thể chứng minh được rằng trên khoảng (—œ;1) đường cong ()) nằm phía 
dưới tiếp tuyến của (#2) tại , còn trên khoảng (1; +œ©) đường cong (2) nằm 
phía trên tiếp tuyến đó. Người ta nói rằng tiếp tuyến tại điểm xuyên qua 
đường cong. Điểm U được gọi là điểm uốn của đường cong (2. 

Một cách tổng quát. ta có khái niệm điểm uốn như sau : 

Điểm (xạ: ƒ(Gxạ)) được gọi là điểm uốn của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu 
tồn tại một khoảng (z; b) chứa điểm xạ sao cho trên một trong hai khoảng 
(4;xp) và (xạ; b) tiếp tuyến của đồ thị tại điểm nằm phía trên đồ thị còn 
trên khoảng kia tiếp tuyến nằm phía đưới đồ thị (xem bài tập 30). Người ta nói 


rằng tiếp tuyến tại điểm uốn xuyên qua đồ thị (xem hình 1.13). Để tìm điểm 
uốn của đồ thị có thể sử dụng điều khẳng định đã được chứng minh sau đây. 


Nếu hàm số y = ƒ(x) có đạo hàm cấp hai trên một khoảng chứa diểm xạ, 
ƒ"Œạ) =0 và ƒ"(x) đổi đấu khi x qua điển xạ thì UQGxạ: ƒq)) là một 


điểm uốn của đô thị hàm số y = ƒ(+%}. 


Ví dụ. Tìm điểm uốn của đồ thị hàm số ƒ(x) = _ +x°+3x+ - 


Giải. Ta có ƒ'(x) = —x) + 2x +3, ƒ"(x) =—2x +2 và ƒ"(x) = 0 tại điểm 

+; =1. Vì ƒ”(z) đổi đấu (từ đương sang âm) khi x qua điểm xạ = l nên 

U/(1;5) là điểm uốn của đồ thị hàm số đã cho. n 

Dễ chứng minh được rằng : 

Đồ thị của hàm số bậc ba ƒ(x) = ax) + bx? +cxt+ả (a0) luôn có mội 

điểm uốn và điểm đó là tâm đối xứng của đồ thị. 

Ví dụ 2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y=-x)+3x?~4x+2. 
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Giải 
1°, Hàm số có tập xác định là IR. 
2°. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 
lim y = + và lim y = —œ, 


x¬—œ + ++®œ 
b) Bảng biến thiên 
Ta có y'=-3xˆ + 6x —4. 


Vì y'<0 với mọi x elR nên hàm số nghịch biến trên R. Hàm số không có 


Cực trị, 


Í : 
~+OO 
ỳ lẲẮẰ. 
3°, Đồ thị (h.1.14) 


e Điểm uốn 
Đạo hàm cấp hai của hàm số là 


cy"=-6x tố. - 


y"=0 tại điểm x=1 và y" đổi 
dấu từ đương sang âm khi x qua 
điểm x = I. 

Vậy (I1 ; 0) là điểm uốn của đồ thị. 
e Giao điểm của đồ thị với trục toa độ 
Giao điểm của đồ thị với trục tung là 
điểm (0 ; 2). 

Phương trình y = 0 hay 
(x-Ù@œ?-2x+2)=0_ có nghiệm 
+=T 

Do đó, đồ thị cắt trục hoành tại điểm 


q; 0). Hình 1.14 
Nhận xét - Đồ thị nhận điểm uốn (1 ; 0) làm tâm đối xứng. 


3. Hàm số trùng phương y = at” + bx2 +c (ø z0) 
Ví dụ 3. Kháo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
b= x* 2x” +3; 
Giải 
1°, Hàm số có tập xác định là 'R. 
2“. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 


lim y=+œ và lim y = +œ. 
x—>—œ ' x+œ 


b) Bảng biến thiên 


Ta có y= 4x) “4x = 4x@? —Ú) ; 


y' =Ũ<Ầ© x =0 hoặc x = I hoặc x=—1. 


Hàm số nghịch biến trên môi khoảng 
(œ;—=Ù và (0;l), đồng biến trèn 
mỗi khoảng (—1 ; 0) và (1;+œ). 

Hàm số đạt cực đại tại đểm x = 0, giá 
trị cực đại của hàm số là y(0) = -3. 
Hàm số đạt cực tiểu tại các điểm 
x = +?l, giá trị cực tiểu của hàm số là 
y(+]) = -4. 

3". Đồ thị (h.1.15) 


e Điểm uốn 


Tacó y"”= 12x? —4. 


Hình f.15 
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v3. *a =- và y" đối dấu khi x qua mỗi 


y"=0 tại các điểm xị = : 


điểm xị và x;. 

Do đó U) = : ¬ và u[Š h ¬ là hai điểm uốn của đồ thị. 
3 kì 3 9 

e Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm (0; — 3). 

Tacó y=0 © x=+3. 


Vậy đồ thị cắt trục hoành tại hai điểm (— 3 ; 0) và (3 ; 0). 


Nhận xé: : Hàm số đã cho là hàm số chắn nên đồ thị của nó nhận trục tung 
làm trục đối xứng. 


Ví dụ 4. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
1E: s4 =0, #8, 

Giải 

1°, Hàm số có tập xác định là TR. 

2°. Sự biến thiên của hàm số 

a) Giới hạn của hàm số tại VÔ cực 


lim y = —œ và lim y = —œ, 
x->— . *->+œ 


b) Bảng biến thiên 
Ta có y= -4xÌ—4x = -4x(x7 +); 


y =0 ©x=0. 


—œ —œ 


Hàm số đồng biến trên khoảng (—œ ; 0) và 
nghịch biến trên khoảng (0 ; +œ), 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x =O ; giá 
trị cực đại của hàm số là y(0) = 3. 
3°. Đồ thị (h.1.16) 
Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm 
(0; 3). Ta có 

y=ŨœŒẰx=#i. 
Vậy đồ thị cát trục hoành tại hai điểm 
(—I;0) và(1; 0). 
Nhận xét : Hàm số đã cho là hàm số chẩn 
nén đồ thị của nó nhận trục tung làm trục 
đối xứng. 


CHÚ Ý Hình 1.16 


Gọi (9) là đồ thị của hàm số y = ax2? + bx? +c(a #0), 
Người ta chứng minh được rằng : 
1) Nếu phương trình 

#%@œ)=0 () 
có hai nghiệm phân biệt x = +xọ (xọ > 0) thì đồ thị (#) có hai 
điểm uốn ¡(xạ ; ƒŒ)) và Ủ;(—xạ; ƒ(-xạ)) đối xứng với nhau 
qua trục tung. 
2) Nếu phương trình (1) có một nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì đồ 
thị (#2) không có điểm uốn. 
(Dễ thấy rằng đồ thị hàm số trong ví dụ 4 không có điểm uốn). 


Câu hỏi và bài tập 


40. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
vy= x) +3x? -4. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm uốn. 
c) Chứng minh rằng điểm uốn là tâm đối xứng của đô thị. 
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41. 


42. 


43. 


45. 


46. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y=—r` +35 <1 
b) Tuỳ theo các giá trị của z:, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 


-x)+3x? —l =m, 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
8)y= SE TxẺ— 3w TỔ: b) y=xÌ-3x+l; 
1 
.=..“==. đ) y= x)—3x2 +3x +. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y= cá coi 

b) Tuỳ theo các giá trị của m, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 
—x!2+2x? T-2 =m. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến tại các điểm uốn của đồ thị ở câu a). 


.‹ Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


a) y=x!—3x2+2; b) y = —x? ~2x2 +. 


Luyện tận 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y= x°—3x? +1. 

b) Tuỳ theo các giá trị của m, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 
x`-3x)+m+2=0.~ 

Cho hàm số 
y =(x+@Œ + 2mx + m + 2). 


a) Tìm các giá trị của m để đồ thị của hàm số đã cho cắt trục hoành tại ba 
điểm phân biệt. 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với z = -—I. 


47. Cho hàm số 
y=x? -(m +1)x+? +m. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với m = 2. 
b) Chứng minh rằng đồ thị của hàm số đã cho luôn đi qua hai điểm cố định 
với mọi giá trị của m. 
48. Cho hàm số 
y=x!— 2m2 + 2m. 
a) Tìm các giá trị của z sao cho hàm số có ba điểm cực trị. 
1 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với mm = 5 


trình tiếp tuyến của đồ thị tại hai điểm uốn. 


. Viết phương 


KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ 
ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM PHÂN THỨC 
Ệ HỮU TỈ 


1. Hàm số y = — (c # 0 và ad — be z Ầ) 


Ví dụ 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
¬"..-. 
— x_I 


Giải 

1°. Hàm số có tập xác định là R \ {1}. 

2°. Sự biến thiên của hàm số 

a) Giới hạn vô cực, giới hạn tại vô cực và các đường tiệm cận 


Ta có lim y = -œ và lim y = +œ. Do đó, đường thẳng x = 1 là tiệm cận 


x>T roi 


đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi x —>I và khi x —> 1Ÿ), 


45 


2. 
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Vì lim y= lim y =2 nên đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ 


x->+œ x—œ 
thị hàm số đã cho (khi x —> + và khi x —> —œ). 


b) Bảng biến thiên 
Ta có y'#=———— <0 với mọi x # l. 
(xÙ) 
x 
ø 
M 


Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (—œ ; l) và (1;+œ). 


ỳ 
3°. Đồ thị (h.1.17) 


Đồ thị cất trục tung tại điển (0 ; 1) và cất 
trục hoành tại điểm l; : o} 

Nhận xét : Đồ thị nhận giao điểm /(1 ; 2) 
của hai đường trệm cận làm tâm đối xứng. 


[H| Khảo sát sự biến thiên và võ đồ thị hàm 


Sở: e 
NT 
R _ ax? + by +e 
Hàm số y = ———————— (a # 0, a' z 0): 
ax+b Hình I !7 
2 
P Am... .. ...... x^+2x+2 
Ví dụ 2, Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = — 
x 


Giải 

1°. Hàm số có tập xác định là R \ f1) : 

2”. Sự biến thiên của hàm số 

a) Giới hạn tại vô cực, giới hạn vô cực và các đường tiệm cân 


Ta viết hàm số đã cho đưới dạng 


y=x+l+ 


x+Ì 
Ta có lim y = -œ và lim y = +œ, 
x>—m x->+œ 
Vì lim y=-œ và lim y=+œ nên đường thẳng x = -l là tiệm 
x¬(-UƑ x¬(_-I! 


cận đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi x -> (—l)_ và khi x — (—l)”}. 


Vì lim [y-(x+l)j= lim TT 0,wk Bm [y~(x+1)]=0 


x~>+m x¬+œ= X + 
nên đường thẳng y = x + l là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số đã cho (khi 
x  +œ và khi x  —œ). 


b) Bảng biến thiên 
2 
Ta có : yv=` —. 
(x+l 
y` =0<> x”+2x =0 <> x =0 hoặc x = ~2. 
x | — -2 -¬] 0 +œ 
y + 0 — — 0 + 
y gu" „27 
—œ —Ẳœ 2 


Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng 
(œ;-2) và (0;+œ), nghịch biến 
trên mỗi khoảng (—2 ;—l1) và (—1; 0). 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x = -2 
với giá trị cực đại y(—2) =—2 và đạt 
cực tiểu tại điểm x = Ú với giá trị cực 
tiểu y(0) = 2.. 

3°. Đồ thị (h.1.18) 

Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; 2). 
Nhận xét : Đô thị nhận giao điểm 
!(—1; 0). của hai đường tiệm cận làm 


tâm đối xứng. Hình 1.18 
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Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đô thị của hàm số 


x`-2x-3 
x—2 


Giải. Có thể viết hàm số đã cho đưới đạng 


= 


=mXx— z 
7 x—2 


1°. Hàm số có tập xác định là R \ {2}. 

2”. Sự biến thiên của hàm số 

a) Giới hạn tại vô cực, giới bấy VÔ cực và các đường tiệm cận 
Ta có 


lim y =—-m và lim y = +© ; 
x->-œ x->+œ 


lim y = ++©o và lim y = —œ. 
+x->2” .¬2! 


Do đó, đường thẳng x = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi 
x2 và khi x 2”). 

Vì “-.. khi x — +œ và khi x —> —-œ© nên đường thẳng y= x 
là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số đã cho (khi x —> + và khi x —> —œ). 


b) Bảng biến thiên 


Vì là PT Ái với mọi x # 2 nên hàm số đồng biến trên mỗi 
(x-2)“ 


khoảng (—œ ; 2) và (2 ;+®). 


3°. Đồ :h/ (h.1.19) 


e Giao điểm của đồ thị với trục 
tung là điểm lo : ;] . Ta có 


y=0©Ằx”—2x-3=0 
© x=-l hoặc x = 3. 
Vậy đồ thị cắt trục hoành tại 
hai điểm (—1 ; 0) và (3 ; 0). 
Nhận xét - Đô thị hàm số nhận 
giao điểm /(2 ; 2) của hai đường 
tiệm cận làm tâm đối xứng. 


IH2] khảo sát sự biến thiên và 


2_— 
W0ôi làng 
x+l 


Hình I 19 


Câu hỏi và bài tập 


49. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
_ x—2 
2 Dưới 
b) Chứng minh rằng giao điểm 1 của hai đường tiệm cận của đồ thị là tam đối 
xứng của đồ thị. 
50. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


_2x+1 
_ I—3z 


51. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đô thị của hàm số 


x+l : 
: b) y 
x—] 


2) y= 


— 2x) +5xy+ 4. 
. x+2 


b) Chứng minh rằng giao điểm ! của hai đường tiệm cận của đồ thị là tâm đối 
xứng của đồ thị. 
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5. 


53. 


54. 


55. 


S6. 
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c) Tuỳ theo các giá trị của m, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 


2x) +5x+4 


x+2 TH ENG: 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
2 2 
x“ =3x+6 2x -x+l 
= _ b - ` 
a) y Fe ng )y nỗ 
2x” + 3x 3 I 


Luyện tập 


x+I 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = 2 
Xx _- 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại giao điểm A của 


đồ thị với trục tung. 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho, biết rằng tiếp tuyến 


đó song song với tiếp tuyến tại điểm A. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2) của hàm số y = 1 — _T 
* 


b) Từ đồ thị (7) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = —l + =T 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = x — =. 
X= 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho biết rằng tiếp tuyến 


đó đi qua điểm (2 ; 3). 
2 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2) của hàm số y = xấT 
2 


b) Từ đồ thị (#2) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = — Ï , 
x 


+- 8T12wca 


MỘT SỐ BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP 
VỀ ĐỒ THỊ 


1. Giao điểm của hai đò thị 
Các đô thị của hai hàm số y= ƒ(x) và y=ø@(x) cất nhau tại điểm 
Mạ : yạ) khí và chỉ khi yọ = ƒŒxg) và yọ = øCxọ), tức là (xo ; yọ) là một 
nghiệm của hệ phương trình 
y=ƒŒœ) 
È = gŒ). 
Như vậy hoành độ giao điểm của hai đồ thị trên là nghiệm của phương trình 
#Œ) = g@). 
Số nghiệm của phương trình trên bằng số giao điểm của hai đồ thị. 
Ví dụ I. Với các giá trị nào của m, đường thẳng y = m cất đường cong 
y = x? ~ 2x? — 3 tại bốn điểm phân biệt ? 
Giải 
Hoành độ giao điểm của đường thẳng và đường cong đã cho là nghiệm của 
phương trình xỶ —- 2x” — 3 = ø, tức là 
xt—2x? -m—3=0. () 
Đặt X = x”, X >0, ta được 
X°-2X~m-~3=0. + @) 


Đường thẳng cất đường cong đã cho tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi 
phương trình (1) có bốn nghiệm phân biệt. Điều này xảy ra khi và chỉ khi 
phương trình (2) có hai nghiệm đương X;, X¿ phân biệt, tức là 


A'>0 m+ 4>0 
XX;>0_ c©1-m—3>0<>-4<m<-3. 
Xị+X¿ >0 2>0 n 


3 
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Nhận xét 

Có thể giải bài toán trên bằng đồ thị như sau : 

Đồ thị của hàm số y = xf — 2x” — 3 được cho trong hình 1.15. 

Đồ thị của hàm số y = m là một đường thẳng song song hoặc trùng với trục 
hoành. Dựa vào đồ thị của hai bàm số đã cho, ta thấy ngay rằng đường thẳng và 
đường cong đã cho cát nhau tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi —4 < m < —3. 

[1| Chứng minh rằng với mọi giá trị của m, đường thẳng y = x — m cắt đường cong 


2 
=—. 
v= ng tại hai điểm phân biệt. 


Sự tiếp xúc của hai đường cong 


ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử hai hàm số ƒ và ø có đạo hàm tại điểm xạ. Ta nói rằng hai 
đường cong y = ƒ(x) và y = ø(x) tiếp xúc với nhau tại điểm 
M(%ạ ; yạ) nếu M là một điểm chung của chúng và hai đường 
cong có tiếp tuyến chung tại điểm ÄM⁄. Điểm M được gọi là 
tiếp điểm của hai đường cong đã cho. 
Hiển nhiên các đồ thị của hai 
hàm số đã cho tiếp xúc với 
nhau tại điểm Ms :; Yạ) 
(h.1.20) khi và chi khi 
3o = ƒŒo). Yọ = ø#Œo) 


và ƒ Œœạ) = ø'Gạ). 


Từ đó dễ đàng suy ra rằng Hình 1.20 
Hai đường cong y = ƒ(x) và y = g(+) tiếp xúc với nhau khi và 
chỉ khi hệ phương trình 
P (x) = øœ) 
ƒ(®=gt) 


có nghiệm và nghiệm của hệ phương trình trên là hoành độ tiếp 
điểm của hai đường cong đó. 


Ví dụ 2. Chứng minh rằng hai đường cong 
.‹ố +3x S2 và y =xÊ +ư n2 


tiếp xúc với nhau tại một điểm nào đó. 


Xác định tiếp điểm và viết phương trình tiếp tuyến cbung của hai đường cong 
đã cho tại điểm đó. 


Giải 
Hoành độ tiếp điểm của hai đường cong đã cho là nghiệm của hệ phương trình 


Xa k2 =x*+x-2 
PC 
qœŒ 5 : 
9xx? =2 +x~? 
Ta có 
xì ng? + =0 
4 1 
@© ặ cx=z 
3x24 =2x+1 
4 
LẼ _ ñ A. _ L_ 5 
Vậy hai đường cong đã cho tiếp xúc với nhau tại đểm M (š : 


Hệ số góc của tiếp tuyến chung tại điểm M của hai đường cong đã cho là 


v(š) =2. Phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong tại điểm ÄM là 


] h) 9 
v=2(x~3) —Ã. hay y=2xT— — 


|H2j Chứng mình rằng đường cong y = Xi x, tiếp xúc với parabol y = x?—1 tại 
một điểm nào đó. 


Xác định tiếp điểm và viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong tại 
điểm đó. 


Ví dụ 3. Chứng minh rằng đường thẳng y = px + đ là tiếp tuyến của parabol 
y= axˆ + bx + c khi và chỉ khi phương trình 


ax? + bx+e = px + q 
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hay 


ax” +(b— p)x+c—=g=0 3) 
có nghiệm kép, tức là 
A =(b- p} - 4a(e - g) =Ö. 
Chứng mình 
Ta đã biết : Đường thẳng và parabol đã cho tiếp xúc với nhau khi và chỉ khi hệ 
phương trình 
ax? +bx+c=px+4q 
hộ +bhx+c) — (px + q) 
hay 
Bị +(b-p)x+c-q=0 
2ax+b=p (4) 


có nghiệm. 
Nếu đường thẳng tiếp xúc với parabol thì hệ phương trình trên có nghiệm. Giả 
sử x = xạ là nghiệm của hệ phương trình trên. Khi đó, vì a # 0 nên từ (4) ta 


CÓ xạ = =—. Thay vào (3), ta được 


Từ đó suy ra 
(b~ p}” ~ 4a(c - 4) = 0. 
Vậy phương trình (3) có nghiệm kép. 


Đảo lại, nếu phương trình (3) có nghiệm kép xụ thì xạ = .—. Hiển nhiên 


x = xạ cũng là nghiệm của phương trình (4). Vậy hệ phương trình trên có 
nghiệm. Do đó đường thẳng là tiếp tuyến của parabol. 


CHÚ Ý 
Có thể áp dụng điều khẳng định trong ví dụ 3 để xét sự tiếp xúc của 
đường thẳng và parabol. 
Ví dụ 4. Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A(I ; ~2) và tiếp xúc 
với parabol y = x2 —2x. 
Giải 
Phương trình của đường thẳng đi qua điểm A(1 ; -2) và có hệ số góc m là 
y=m(x— Ì)-— 2. 


Hoành độ giao điểm của đường thẳng và parabol đã cho là nghiệm của 
phương trình xŸ — 2x = m(+x — 1) — 2, tức là 
x2 -(m+ 2)x + m+2=0, ` (8 


Đường thẳng tiếp xúc với parabol khi và chỉ khi phương trình (5) có nghiêm 
kép. tức là 


A= (ứm + 2) - 4(m + 2)=0 
Ấ© (m + 2)(m — 2) =0 <> m = 2 hoặc m = —2. 


Vậy có hai tiếp tuyến của parabol đã cho đi qua điểm A. Đó là hai 
đường thẳng 


y=2(x-l)- 2 hay y=2x-—4 
và y=-2(œx-l)-2 hay y=-2x. 


âu hỏi và bài tập 


#7. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (42) của hàm số 
f(O = 2x) + 3x2 +1. 
b) Tìm các giao điểm của đường cong (2) và parabol 
(3: ø(+) = 2x +]. 
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c) Viết phương trình các tiếp tuyến của (9) và () tại mỗi giao điểm của chúng. 


đ) Xác định các khoảng trên đó (€) nằm phía trên hoặc phía dưới (`). 


%8. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


_Zxz_-l 
x+l 
b) Với các giá trị nào của mm, đường thẳng đ„„ đi qua điểm A(—2 ; 2) và có hệ 
số góc mm cắt đồ thị của hàm số đã cho 
® Tại hai điểm phân biệt ? 
ø Tại hai điểm thuộc hai nhánh của đồ thị ? 


59. Chứng minh rằng các đồ thị của ba hàm số 


60. Chứng minh rằng các đồ thị của hai hàm số ƒ(+) = T+ất VÀ @(x) = 


ƒŒœ)=—x?+3x+6, g(x) = xŸ - x2 + 4 và h(x) = x” + Tx +8 


tiếp xúc với nhau tại điểm A(—1 ; 2) (tức là chúng có cùng tiếp tuyến tại 4). 


z 3x 


x+2 


tiếp xúc với nhau. Xác định tiếp điểm của hai đường cong trên và viết phương 
trình tiếp tuyến chung của chúng tại điểm đó. 


61. Một viên đạn được bắn ra 
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với vận tốc ban đầu 
vọ >Ø từ một nòng súng 
đặt ở gốc loa độ Ó, 
nghiêng một góc ø với 
mặt đất (nòng súng nằm 
trong mặt phẳng: thắng 
đứng Óxy và tạo với trục 
hoành Óx góc ø) (h.1.21). 
Biết quỹ đạo chuyển động Hình 121 
của viên đạn là parabol. 


(7x) : v= ¬ (1+ tan? ø)x? + xtanø 
2V§ 
(ø là gia tốc trọng trường). 


Chứng minh rằng với mọi œz c Ío : Si (7„) luôn tiếp xúc với parabol (T) 
có phương trình là 


— 


2vậ 28 


và tìm toa độ tiếp điểm ((T) được gọi là parabol an toàn). 


Luyện tập 
62. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
"..-: 
„= x+I 


b) Chứng minh rằng giao điểm 7 của hai đường tiệm cận của đường cong đã 
cho là tám đối xứng của nó. 


63. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2/) của hàm số 


_ *x+2. 
_ 041 


3 


b) Chứng minh rằng đường thẳng y = mx + m — l luôn đi qua một điểm cố 
định của đường cong (7) khi m biến thiên. 

c) Tìm các giá trị của mè sao cho đường thẳng đã cho cắt đường cong (7) tại 
hai điểm thuộc cùng một nhánh của (7). 


ax” — bx 
>=Ï:” 


64. Cho hàm số y = 


a) Tìm a và ð biết rằng đồ thị (2) của hàm số đã cho đi qua điểm A(~I : š] 
và tiếp tuyến của (9) tại điểm (X0 ; 0) có hệ số góc bằng —3. 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đỏ thị của hàm số với các giá trị của a và b 
đã tìm được. 
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6Š. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


_2x⁄Tx+l 

mm s1 

b) Với các giá trị nào của /: đường thẳng y = mi — x cắt đồ thị của hàm số 
đã cho tại hai điểm phân biệt 2 

c) Gọi A và Ö là hai giao điểm đó. Tìm tập hợp các trung điểm M của đoạn 
thắng AB khi m biến thiên. 


66. Tìm các hệ số ø và b sao cho parabol y = 2x” +ax+b tiếp xúc với hypebol 


E2 y2 lì gÈ) 
v.= = tại điểm M5 b 2) 


67. Một tạp chí được bán với giá 20 nghìn đồng một cuốn. Chi phí cho xuất bản 
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x cuốn tạp chí (bao gồm : lương cán bộ, công nhân viên, giấy in, ...) được 
cho bởi 


€(x) = 0,0001x7 — 0,2x + 10000, 
C@¿ được tính theo đơn vị là vạn đồng. Chi phí phát hành cho mỗi cuốn là 
4 nghìn đồng. 
1°. a) Tính tổng chỉ phí 7(+x) (xuất bản và phát hành) cho x cuốn tạp chí. 

T(x) 
x 
xuất bản x cuốn. Tính Mí(v) theo x và tìm số lượng tạp chí cần xuất bản sao 

cho chi phí trung bình là thấp nhất. 


b) Tỉ số Ä⁄(+x) = được gọi là chi phí trung bình cho một cuốn tạp chí khi 


2°. Các khoản thu bao gồm tiền bán tạp chí và 90 triệu đồng nhận được từ 
quảng cáo và sự trợ giúp cho báo chí. Giả sử số cuốn ín ra đều được bán hết. 
a) Chứng minh rằng số tiền lãi khi in x cuốn tạp chí là 

L(x) = - 0,0001xˆ + 18x — 1000. 
b) Hỏi im bao nhiêu cuốn thì có lãi ? 


c) mì bao nhiêu cuốn thì lãi nhiều nhất ? Tính số tiền lãi đó. 


Bài đọc thêm: 


TÍNH LỒI, LÕM VÀ ĐIỂM UỐN CỦA ĐƯỜNG CONG 


điểm uốn . 
cung lồi CD 


® 


cung lồi ÁB 


cung lõm lè 


Hình 1.22 


Đường cong (Ấ) trên hình 1. 22 gồm ba cung AB, B và CD . Ta thấy tiếp tuyến 
của đường cong tại mỗi điểm M của cung AB đều nằm phía trên của cung ; người ta 
gọi AB là một cung lồi. Trái lại, tiếp tuyến tại mỗi điểm của cung BẺ nằm phía dưới 
của cụng ; BẺ được gọi là một cung lõm. Điểm B là điểm phân chia hai cung lồi và 
cung lõm của đường cong ; người ta gọi nó là một điểm uốn của đường cong (2). 


Tương tự, C cũng là một điểm uốn vì nó phân chia cung lõm BC và cung lồi ép. 
Ta cũng thấy tiếp tuyến của đường cong tại điểm uốn xuyên qua đường cong. 


Sau đây ta sẽ giới thiệu các khái niệm đã nêu một cách chính xác. 


1. Tính lồi, lõm của đồ thị 


Định nghĩa. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7. Ta nói rằng 
a) Đồ thị (2 của hàm số y = ft) lồi trên khoảng 7 nếu tiếp tuyến của (92) tại mỗi 
điểm của nó đều nằm phía trên đồ thị. 


b) Đồ thị (Ø2) của hàm số y = /(r) lõm trên khoảng 7 nếu tiếp tuyến của (2) tại mỗi 
điểm của nó đầu nằm phía dưới đồ thị. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 
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Định l¿. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp hai trên khoảng 7. Khi đó 

a) Nếu ƒ "(x) <0 với mọi xe 7 thì đổ thị (2) của hàm số y = +) lỗi trên 7. 

b) Nếu ƒ "(x) >0 với mọi x e / thì đồ thị (#2) của hàm số y = ftx) lõm trên 1. 

Ví dụ 1. Xét tính lồi, lõm của hai parabol ƒ{z) = xˆ và g(x) = —Y?. 

Giải. Tacó ƒ'(+) = 2x và £"(x) =2. 

Vì ƒ”(x) >0 với mọi x e nên parabol ƒ{x) = xŸ lõm trên IR. 

Trái lại,vì gø”(x)= —2 <0 với mọi x elR nên parabol g(x) =—x lổi trên IR. 

Có thể thấy ngay điều khẳng định trên từ định nghĩa. Tiếp tuyến của parabol ƒfx) = x” 
tại mỗi điểm của nó đều nằm phía dưới đồ thị và tiếp tuyến của parabol ø(x) = - xˆ 
tại mỗi điểm của nó đều nằm phía trên đồ thị. 

Chú ý. Điều kiện nêu trong định lí trên chỉ là điều kiện đủ chứ không phải là điều kiện 


cần của tính lồi, lõm của đồ thị. Chẳng hạn, đường cong ƒữz) = xÝ là lõm trên I* vì 
tiếp tuyến của đường cong tại mỗi điểm của nó đều nằm phía dưới đường cong. Tuy 


nhiên, ta có. ƒ "(x) = 12x2 > 0 với mọi x 6l và ƒ"(x) =0 tại x= 0. 


Điểm uốn của đổ thị 

Định nghĩa. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng (4a ; b) chứa điểm xạ. Nếu đồ 
thị (#) của hàm số y = ƒ (+) lồi trên một trong hai khoảng (z ; xạ), (xạ ; b) và lõm trên 
khoảng còn lại thì (xạ : ƒ (xạ) được gọi là điểm uốn của đồ thị (#) (h.1. 23). 


điểm uốn 


Hình !.23 3 


Nói một cách khác, điểm uốn của đồ thị là điểm phân chia hai phần lồi và lõm của 
đồ thị. 


Tiếp tuyến của đồ thí tại điểm uốn luôn xuyên qua đồ thị. 

Từ định Ií về tính lồi, lõm của để thị, dễ dàng suy ra 

Định 1/. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp hai trên khoảng / chứa điểm xạ. Nếu 
ƒf"@Gạq)=0 và ƒ"(z) đổi dấu khi x qua điểm xo thì ƯŒxẹ ; ƒ(xo)) là một điểm uốn 
của đồ thị hàm số y = +). 


Ví dụ 2. Tìm các khoảng lồi, lõm và điểm uốn của đồ thị hàm số 


“ôỐÔÔÔÔ 


Giải. Ta có y'= —xˆ +2x +3 và y"=~2x+2. 


Bảng xét dấu của y": 


Vì y" >0 trên khoảng CC; I) nên đồ thị (4 của hàm số lõm trên khoảng (—œ; Ì). 
Vì y"<0 trên khoảng (1;+œ) nên đồ thị () lồi trên khoảng (1;+œ) . 


Ú(I ; 5) là điểm uốn của đề thị (4Ô. 


Gâu hỏi và hài tập ôn lận chương I 
68. Chứng minh các bất đẳng thức sau : 


TA 1 
a) tan x > x, vã mọi xe[0:-5 Ì: 


b) tanx > x +. với mộ xe(o:+] 
Hướng dẫn. a) Chứng minh rằng hàm số ƒ(x) = tan x - x đồng biến trên nửa 
khoảng ị0 : 5) 
69. Xét chiều biến thiên và tìm cực trị (nếu có) của các hàm số sau : 
a) y=3x+1; b) y= (4x - x2 ; 


©)y=x+x; đì y=x- v%x. 


70. Người ta định làm một cái hộp hình trụ bằng tôn có thể tích V cho trước. Tìm 
bán kính đáy r và chiều cao h của hình trụ sao cho tốn ít nguyên liệu nhất. 
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71. 


Chu vị của một tam giác là 16cm, độ đài một cạnh tam giác là 6cm. Tìm độ 
dài hat cạnh còn lại của tam giác sao cho tam giác có diện tích lớn nhất. 


Hướng dân. Có thể áp dụng công thức Hê-ròng (Héron) để tính diện tích 
tam giấc : 


Nếu tam giác ABC có độ dài các cạnh là 2, b, c thì điện tích của nó là 


= \jpœ — đ)(p — b)(p - c), p là nửa chu vi tam giác. 


72, Cho hàm số 


f0 =š #—9yˆ , 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho. 
b) Chứng minh rằng phương trình ƒ(x) = O0 có ba nghiệm phân biệt. 


73. Cho hàm số 


ýŒœ)= xÌ+ px 1 4. 
a) Tìm điều kiện đối với p và a để hàm số ƒ có một cực đại và mội cực tiểu. 
b) Chứng minh rằng nếu giá trị cực đại và giá trị cực tiểu trái đấu thì phương trình 
x° + prtg=0 () 
có ba nghiệm phân biệt. 


c) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để "PO PHỆ trình (I) có ba nghiệm 
phân biệt là 


4p° +274? <0, 


74, Cho hàm số 


75. 
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f(x) = x) —3x +1, 
a) Khảo sắt sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm uốn của nó. 
c) Gọi (đ,„) là đường thẳng đi qua điểm U/ và có hệ số góc z:. Tìm các giá trị 


của m sao cho đường thẳng (đ„) cất đồ thị của hàm số đã cho tại ba điểm 
phân biệt, 


Cho hàm số 


y=x!~(m+l)x2 +m. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với zm = 2. 


b) Tìm các giá trị của m sao cho đồ thị của hầm số cắt trục hoành tại bốn 
điểm, tạo thành ba đoạn thẳng có độ dài bằng nhau. 


76. Cho hàm số ƒ(x) = x' - +'. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho. 

b) Từ đồ thị của hàm số y = ƒ(+) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = |. 
77. Cho hàm số 


z x— 4m 
7= 2(mx—T) 


có đồ thị là (7/„). 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với mm = 1. 

b) Chứng minh rằng với mọi m# t2, các đường cong (Z,„) đều đi qua hai 
điểm cố định A và B. 

c) Chứng minh rằng tích các hệ số góc của các tiếp tuyến với (7//„) tại hai 


điểm A và 8 là một hằng số khi m biến thiên. 


78. a) Vẽ đồ thị (?) của hàm số y= x2 — x+1 và đồ thị (7Ô) của hàm số 


b) Tìm giao điểm của hai đường cong (Ở) và (7/). Chứng minh rằng hai 
đường cong đó có tiếp tuyến chung tại giao điểm của chúng. 


c©) Xác định các khoảng trên đó (7) nằm phía trên hoặc phía dưới (2Í). 
79. Cho hàm số 
1 
y=ƒŒz)=x+ B0 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2). của hàm số. 
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§1. 


82. 


83. 


b) Tiếp tuyến của đường cong (92) tại điểm M(xạ ; ƒ(xạ)) cắt tiệm cận đứng 
và tiệm cận xiên tại hai điểm 4 và 8. Chứng minh rằng M là trung điểm của 
đoạn thẳng AB và tam giác ÓAB có diện tích không phụ thuộc vào vị trí của 
điểm #⁄ trên đường cong (2). 


Bài lập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


3. x2 3 


„ Hầm số ƒŒ) = T— — T— — Ốx + T 


2 4 
(A) Đồng biến trên khoảng (—2 ; 3) ; 
(B) Nghịch biến trên khoảng (—2 ; 3) ; 
(CO Nghịch biến trên khoảng (—œ ; —2) ; 
(D) Đồng biến trên khoảng (—2 ; +). 
Hàm số ƒ(x) = 6xŠ — 15x” + 10xŸ — 22 
(A) Nghịch biến trên IR ; 
(B) Đông biến trên khoảng (—œ ;0) và nghịch biến trên khoảng (Ö ;+œ) ; 
(C) Đồng biến trên R ; 
(D) Nghịch biến trên khoảng (0; l). 
Hàm số y = sinx — x 
(A) Đồng biến trên R ; 
(B) Đồng biến trên khoảng (—œ ; Ô) ; 
(C Nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0) và đồng biến trên khoảng (0 ; +©) ; 
(D) Nghịch biến trên IR. 
Hàm số ƒ(x) = x” - 3x2 — 9x +11 
(A) Nhận điểm x = —1 làm điểm cực tiểu ; 
(B) Nhận điểm x = 3 làm điểm cực đại ; 
(C) Nhận điểm x = 1 làm điểm cực đại ; 
(D) Nhận điểm x = 3 làm điểm cực tiểu. 


84. Hàm số y = x' ~ 4x” — 5 
(A) Nhận điểm x =3 làm điểm cực tiểu ; 
(B) Nhận điểm x =0 làm điểm cực đại ; 
(C) Nhận điểm x= 3 làm điểm cực đại ; 
(D) Nhận điểm x =0 làm điểm cực tiểu. 
85. Số điểm cực trị của hàm số y = x*—2x? -3 là 


(A) 0; (Œ) 1; (@ 3; (ỌD) 2. 
2 
86. Số điểm cực trị của hàm số y = —»" là 
(A) 0; (B) 2; (1; @0) 3. 
87. Hàm số ƒ có đạo hàm là ƒ'(z) = xŸ(x + DŸ(2x ~ D). 
Số điểm cực trị của hàm số là 
(A) 1; @®Œ) 2; (@ 09; (D) 3. 


§§. Hàm số y = x - sin2x + 3 


(A) Nhận điểm + = K. làm điểm cực tiểu ; 
(B) Nhận điểm x = 5 làm điểm cực đại ; 
(C) Nhận điểm x = ¬€ làm điểm cực đại ; 


(D) Nhận điểm x = =5 làm điểm cực tiểu. 


§9. Giá trị lớn nhất của hàm số y = —3v1- x là 


(A) -¬3;. (B) 1, (CO) -l; (D) 0. 

90. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 3sin x —- 4cosx là 
(A) 3; (ŒB) -5; (@ 4; (D) -3. 

91. Giá trị lớn nhất của hàm số ƒ(x) = 2x” + 3x — 12x + 2 trên đoạn [~1 ; 2] là 
(A) 6; (B) 10; (O3 15; (D) I1. 
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92. Giá trị lớn nhất của hàm số ƒ(x) = Ý—x2? -2x+3 là 
(A) 2; ® v2; ( 0;,.  (@Đ 3. 


, ¬.... 2x?—3x+4 

93. Gọi (9) là đồ thị của hàm số y = “an” 
(A) Đường thẳng x = —1 là tiệm cận đứng của (). 
(B) Đường thẳng y = 2x — ! là tiệm cận xiên của (). 
(C Đường thẳng y = x + 1 là tiệm cận xiên của (€). 
(D) Đường thẳng y = x — 2 Tà tiệm cận xiên của (2). 
x?+3 

94. Gọi (2) là đồ thị của hàm số y = ——-—:: 
34+S5x—2x 


(A) Đường thẳng x = 1 là tiệm cận đứng của (9). 
(B) Đường thẳng + = = là tiệm cận đứng của (). 


(C) Đường thẳng y = I là tiệm cận ngang của ()). 
(D) Đường thẳng y = —x + 1 là tiệm cận xiên của (€2). 


x?+x+2 


95. Gọi (92) là đồ thị của hàm số y = =— 
—-5x⁄⁄'-2x+3 
(A) Đường thẳng x = 2 là tiệm cận đứng của (2). 


(B) Đường thẳng y =x -— 1 là tiệm cận xiên của (2). 


(C) Đường thẳng y = “6 là tiệm cận ngang của (9). 


(D) Đường thẳng y = =5 là tiệm cận ngang của (42). 


96. Đỏ thị của hàm số y = + # ——T 
(A) Cát đường thẳng y = 1 tại hai điểm ; 
(B) Cất đường thẳng y = 4 tại hai điểm ; 
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(C) Tiếp xúc với đường thẳng y = 0 ; 
(D) Không cắt đường thẳng y = —2. 
97. Xét phương trình xŸ + 3x? = m. 
(A) Với mì = 5, phương trình đã cho có ba nghiệm. 
(B) Với m = —1, phương trình có hai nghiệm. 
(O Với m = 4, phương trình có ba nghiệm phân biệt. 
(D) Với m= 2, phương trình có ba nghiệm phân biệt. 
x2 
2x+l_, 
| 


(A) Nhận điểm [-; : 3) làm tâm đối xứng ; 


98. Đồ thị hàm số y = 


(B) Nhận điểm [-š à Ồ làm tâm đối xứng ; 
(O Không có tâm đồi xứng ; 


(D) Nhận điểm l3 : ;] làm tâm đối xứng. 


99. Số giao điểm của hai đường cong y = x - x” - 2x +3 và y= x?—x+1 là 
(A) 0; Œ) 1; (3: (Đ) 2. 

100. Các đồ thị của hai hàm số y = 3 - — và y = 4+? tiếp xúc với nhau tại điểm Ä 
có hoành độ là 


(A)x=-l; - (Bx=l; (+=2;  (@®Đx=z. 
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HÀM SỐ LUÝ THỪA, 
HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LÔGARIT 


Trong chương này, luy thừa với số mũ nguyên được 
mở rộng cho số mủ hưu tỉ, số mủ thực và từ đó hình 
thành khái niệm lôgarit. Đây là những phép tính 
được sử dụng nhiều trong khoa học, ki thuật và đời 
sống. Trên cơ sở đó, ta khảo sát hai hàm số quan 
trọng là hàm số mũ và hàm số lôgarit. Cuối chương 
sẽ nêu một số phương pháp giải phương trình mũ và 
phương trình lôgarit. 

Học sinh cân nắm được các tính chất của luý thừa và 
lôgarit, của hàm số mũ và hàm số lôgarit; đồng thời 
vận dụng được các tính chất ấy đề giải phương trình, 
hệ phương trình, bất phương trình mũ và lôgarit. 


LUỸ THỪA VỚI SỐ MŨ HỮU TỈ 


1. Luỹ thừa với số mũ nguyên 
Nhắc lại rằng với mỗi số nguyên dương n, luỹ thừa bậc n của số z (còn gọi là 
luỹ thừa của 2 với số mũ ø) là số ø” xác định bởi 


4a" = q4... với n >1, 
a.4...4 
nthừa số 

al=a. 


a được gọi là cơ số, n được gọi là số mũ của luỹ thừa 2”, 


3 
[H1| rrnn l3] ,€3)", 04, 


Đề có khái niêm luỹ thừa với số mũ nguyên, ta còn phải định nghĩa luỹ thừa 
với số mũ 0 và số mũ nguyên âm. 


a) Luỹ thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm 


ĐỊNH NGHĨA 1 
Với a z0, n = 0 hoặc n là một số nguyên âm, luỹ thừa bậc n của 
a là số a” xác định bởi 
a0 =1, 4a" = ] ý 
ah” 
0 
Ví dụ 1. (—3) ” = ==. 1... 
GS cât 


Ví dụ 2. Nếu sử dụng luỹ thừa với số mũ nguyên của 10 để biểu diễn một số, 
chẳng hạn số 2418,93 dưới dạng : 


2418,93 = 2.10 + 4.102 + 1.10 + 8.100 + 9.10! + 3.1072 


thì ta thấy trong tổng trên, mối số hạng có dạng a.10Ẻ, số mũ È chỉ rõ vị trí 
của chữ số z trong biểu diễn thập phân của số đã cho. Chẳng hạn, với & = —l 
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thì chữ số z ở hàng phần mười, với k = 0 thì chữ số a ở hàng đơn vị, với 
k = 1 thì chữ số a ở hàng chục, .... 


CHÚ Ý 

1) Các kí hiệu 09, 0” (m nguyên âm) không có nghĩa. 
I 

ah. 


3) Người ta thường dùng các luỹ thừa của 1O với số mũ nguyên để 
biểu thị những số rất lớn và những số rất bé. 


2) Với a# 0 và ø nguyên, fa có 4” = 


Chẳng hạn 
Khối lượng của Trái Đất là 5,97.10?1kg, 
Khối lượng nguyên tử của hiđrô là 1,66.10 ?' g, 
Trò chơi Rubic (Rubik) có hơn 4.10! cách sắp xếp. 
b) Tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên 
Quy tắc tính 
Từ định nghĩa luỹ thừa với số mũ nguyên của một số, ta thấy các quy tắc tính 


toán cho luỹ thừa với số mũ tự nhiên vẫn còn đúng với số mũ nguyên. Cụ thể 
ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Với a #0, b # 0 và với các số nguyên m,r, ta có 
m 


a = 
1) a4" = an, 2 —=am", 
a 


Lễ 


4) (ab)"= a"b” ; 


Ta chứng minh công thức 5). 
Với n > 0, công thức hiển nhiên đúng. 


Với n < 0, ta có —n là số nguyên dương. Do đó 


b” 
Các công thức khác được chứng miính tương tự. 


|H2| Chứng minh công thức 1) của định Í( † cho trường hợp m >0, n<0 và 
m > |n|. 


So sánh các luỹ thừa 


ĐỊNH LÍ 2 


Cho m, r¡ là những số nguyên. Khi đó 


1) Với a > 1 thì ø” > a” khi và chỉ khi ø > ñ ; 


2) Với 0 < a <1 thì z”>a” khi và chỉ khi £m < n. 


Từ định lí 2, ta có 


HỆ QUÁ 1 
Với 0 < a< b và ím là số nguyên thì 
1) 4” < b” khi và chỉ khi m > 0; 


2) 4” > b” khi và chỉ khi m < 0. 


Chứng mình 
Vì0<a<b nên 2 >1 và 0 <E <1, 
bY" /pỲ 
Theo 1) của định lí 2, ta có B >5] © m >0, hay 
d”<b” m >0. 
a” DẦN 
'Theo 2) của định lí 2, ta có B Í) © m <0, hay 


4a” >b”«<>m<0, H 
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Từ hệ quả 1, ta có thể chứng minh được hai hệ quả sau : 


HỆ QUÁ 2 


Với 4 < b, nà số tự nhiên lẻ thì 


a4” <Ðb". 


HỆ QUÁ 3 
Với a, b là những số dương, n là một số nguyên khác 0 thì 


a”" =b'" khi và chỉ khi đa = b, 


|H3| cá phái (0,99)2.99 > 992 và (0,99)ˆ1,99 > 992 


Căn bậc r0 và luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 


Ta đã có khái niệm căn bậc hai, căn bậc ba của một số. Sau đây, ta xét khái 
niệm căn bậc m của một số. 


a) Căn bậc ø 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Với nñ nguyên dương, căn bậc Ø của số thực 2 là số thực b 
sao cho 


bˆ=a.  ( 


Ta thừa nhận hai khẳng định sau đây. 
e Khi n là số lẻ, mỗi số thực a chỉ có một căn bậc n. Căn đó được kí hiệu 
là đa. 
e Khi n là số chăn, mỗi số thực dương a có đúng bai căn bậc n là hai số đối 
nhau. Căn có giá trị đương kí hiệu là #⁄2 (còn gọi là căn số học bậc n của a), 
căn có giá trị âm kí hiệu là —8/2. Đặc biệt, Ÿ2 được kí hiệu đơn giản là v4. 
Ví dụ : Số 32 chỉ có một căn bậc năm là Ä/32 =2 ; số 64 có hai căn bậc sáu 


là 64 = 2 và —64 = -2. 


đc. 


Nhận xét 
1) Căn bậc Í của số a chính là 4. 
2) Căn bậc n của số 0 là 0. 
3) Số am không có căn bậc chấn vì luỹ thừa bậc chấn của một số thực bất kì là 
số không âm. 
4) Với r nguyên dương lẻ, ta có 
{la >0 khi a>0; 
lỨa <0 khi a <0. 
5 tớ vàn doi : 
la| khi z chắn. 


Một số tính chất của căn bậc n 


Từ các tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương, ta có thể chứng minh 
được các tính chất sau đây. 


Với hai số không âm z, b, hai số nguyên dương ơm, n và hai số 
nguyên p, ¿ tuỳ ý, ta có 


L) tab = t⁄a.tb ; 


2 (5 = 030): 

3) ÍaP =(Wa}” (>0); 

4 XÍla = 

5)Nếu Ê =? th MaP = ®la (a >0). 
Đặc biệt TP 


Các tính chất 1), 2), 3) đã được biết đến đối với căn bậc hai và căn bậc ba. 
Ta chứng mính tính chất 5). 

Giả sử Ÿa? = x và Na“? = y. Vì 4> 0 nên x >0, y >0. 

Ta có xˆ=aP, y” =a?. Do đó 


x1 = aP4 = y”? 
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Mặt khác, vì Ý = nên ở = mp. Bởi vậy, từ x”” = y”” và x>0,y >0, 


SUY Tả X = ÿ. 


Học sinh tự chứng minh tính chất 4). n 
Ví dụ 3 

a) 8.Ÿa = Ÿ84 = Ÿ32 =2. Đ 9c = “He cà: 

c) Ÿ\/729 = Ấƒ729 = 3. d) 128) = (V128) = 22 = 8. 

e) 2J128 = ÄJ27 = Ÿ2. - 

Chứng minh rằng 


a) Nếu n là số nguyên dương lễ và a < b thì RÍa < RÍp ; 


b) Nếu n là số nguyên dương chắn và 0 < a < b thì lỨa < lị, 
b) Luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 
ĐỊNH NGHĨA 3 
Cho 4 là một số thực dương và r là một số hữu tỉ. Giả sử 
r= mở trong đó m là một số nguyên còn ø là một số nguyên 


dương. Khi đó, luỹ thừa của z với số mũ r là số a” xác định bởi 


m 


„| 


Nhán xét. Từ tính chất 5) của căn bậc n, ta suy ra rằng số 4” = 4” là xác 


định, không phụ thuộc vào phân số = biểu diễn số hữu tỉ z, tức là nếu 
LG... 

r= = > Ä thì 4” =2”. Do đó trong biểu thức z” với z là một số hữu tỉ, 

ta thường viết r đưới đạng phân số tối giản có mẫu dương. 


14 


1 
va) 8` = Ÿ82= Ÿ64 =4; t)20  = 2T” = đT, =a. 
] 


c) an = la (a dương, 7: nguyên dương). 


« Có thể chứng minh được rằng luỹ thừa với số mũ hữu tỉ (của số thực dương) 
có đầy đủ các tính chất như luỹ thừa với số mũ nguyên đã nêu ở trên. 


Ví dụ 5. Cho z, b là những số thực đương. Ta có 


kẻ : SA. 
alb+ab3 _ ab(a3 + bì) - 


Đương HN s=ăa ab. 


a3 + b3 


âu hỏi và hài tập 


Trong các khẳng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 
a) Với số thực a và các số nguyên 0m, ứ, ta có 


b) Với hai số thực a,b cùng khác 0 và số nguyên n, (a có 
" " 
n_ mạn, tà a— 
(ab) =aFb P B mm" 
c) Với hai số thực a,b thoả mãn 0 < a< b và số nguyên nở, ta có 
4a" <P'. 
đ) Với số thực z khác 0 và hai số nguyên zn, n, ta có 


Nếu m >n thì 4” > 4”, 
Xét khẳng định : 


"Với số thực 2 và hai số hữu tỉ z, s, ta có (4ÿ) = a”", 
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Với điều kiện nào trong các điều kiện sau thì khẳng định trên đúng ? 
(A)abấtkì); (Bz#0;: 7 (@a>0:  (Dz<l, 
Viết các số sau đưới dạng số nguyên hay phân số tối giản : 


rElliu6 đy °.,.À BI (~I8.5 
ˆ › =r. Tư, _. , 2 5 
3 152.3 


Thực hiện phép tính 


sàh . 

TH L ÌL 

Biết 'Í [m] : 
hN, 

k 


1 1 
b) 0,001? —(_2) 2643 —8 3 + (993, 


2 c1 995 
c) 273 + Ím] -255. 


—]~ 
d) (0,5) * ~ 625025 _ [:z] ? _19(-3y2, 
Đơm giản biểu thức (với a, b là những số đương) 
1 5 

(Wa3b?y* : a3-a3 a3-a3 
"HH ¬ 1 4 2 1¡„ 

25p a3—a3 a3+a 3 
So sánh các số : 
a) V2 và 33 ; b) 43 + Ÿ20 và Ÿ63 ; c) Ÿ7 + v15 và v10 + Ÿ28. 
Chứng minh Ÿ7 + 5/2 + Ÿ7- 5/2 =2. 


a) 


TÍNH GẦN ĐÚNG CĂN BẬC n CỦA MỘT SỐ 
THẬP PHÂN BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI. 


Có thể dùng máy tính bỏ tủi chẳng hạn, máy tính CASIO ƒx-500 MS để tìm giá trị gần 
đúng căn bậc „ø của một số thập phân. 


Ví dụ 1. Để tìm ./23,425, ta ấn tiên tiếp các phím sau : 


M]:3l42sH. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 4.839938016 . Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, 
ta được 


423,425 ~ 4,8390, 
Ví dụ 2. Để tìm 3/8, 532, ta ấn liên tiếp các phím sau : 
sHET]| | ] s |] š 3 2 BỊ 
Trên màn hình hiện số 2.043385382. Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, 
ta được 
Ÿ⁄8,532 = 2,0434. 
Lưu ý : Khi ấn liên tiếp hai phím |SHIET] |Ÿ | ta mới được phím |Ÿ/ | 
Ví dụ 3. Để tính {/320., ta ấn liên tiếp các phím sau : 


7 SHET| lý ] › 2 0 E=]. 


Trên màn hình hiện số 2.279704562. Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, ta được 
120 ~2,2101. 

Lưu ý : Khi ấn liên tiếp ba phím 7 lý] ta mới được phím Ÿˆ. 

(Để tính 32®?, ta ấn 3 2 [A| 3 [| 2 [=|. Trân màn hình hiện số 65,536 .. 


Như vậy 32”'ˆ = 65536.) 
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Luyện tận 
§. Đơn giản biểu thức 


3 38 ~ V5 _ va tp, = 


b) b aq+b „ 
2) =—ựP đp - #2 s$p ` .= KIEN W.$p " 
a+b_ _ sự |./3/~ _ 3ƒp# a-\ vxa+#a h 

c) [đ?a p - 5Ì: (Ủa - Ñ by ; d) ca +1, 


9, Từ tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương, chứng minh 
lÍab = tía tp (2 >0,b> 0, nñ nguyên dương), 
10, Chứng minh 
a) 44+2x3 — 4-23 =2; b) Ÿ9 + V80 + Ÿ9 — v80 = 3. 


11. So sánh các số 


5 
a) (J3) 5 và Tp , b) 3600 và sa. 
là ằ 30... x40 
c) [;] và V221; đ) 7” và 4”, 
§ LUỸ THỪA VỚI SỐ MŨ THỰC 


WEbif ì 


I. Khái niệm luỹ thừa với số mũ thực 


Ta đã định nghĩa luỹ thừa với số mũ hữu tỉ. Để định nghĩa luỹ thừa với số mũ 
thực tuỳ ý, ta còn phái định nghĩa luỹ thừa với số mũ vô tỉ. 


Cho số vô tí œ Ta thừa nhận rằng bao giờ cũng có một dãy số hữu tỉ 
ñ, 7y, .... „,.. mà limz, = Z. Chẳng hạn, với 


 = 42 =1,4142135... 
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ta cố dãy n=1l ; „¿=lk4 ; n=bkL4l ; „¿=L414 ; œ =L4142 ; 
r„ = L41421 ;... và limz, = v2. 


e Cho a là một số thực dương và ø là một số vô tỉ. Xét dãy số hữu tỉ 
f,PF,... „, .. mà limr, = œ. Khi đó, người ta chứng minh được rằng dãy 


số thực 21, g2,...,a”, .. có giới hạn xác định (không phụ thuộc vào dãy 
số hữu tỈ Œứ„) đã chọn, tức là nếu còn có dấy hữu tỉ Œ„) mà limz =z 
thì lima” = ma”). Ta gọi giới hạn đó là luỹ thừa của a với số mũ œ, kí 


hiệu là a#. Vậy 


Ví dụ 1 
⁄2 là giới hạn của dãy số 
Í; 14; LẠI; 1414; 14142; 141421;.. 
nên 10Ý2 là giới hạn của dãy số 
0 Ặ 1014 x 10! ' 10114 : 1014142 h 10521421 : - 
Giá trị của 10Ý2 bằng 25,95455352.... 
GHI NHỚ (về cơ số của luỹ thừa) 


1) Khi xét luỹ thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm thì cơ số 
phải khác 0. 


2) Khi xét luỹ thừa với số mũ không nguyên thì cơ số 
phải dương. 


s Người ta chứng minh được rằng luỹ thừa với số mũ thực (của một số dương) 
có đây đủ các tính chất như luỹ thừa với số mũ nguyên đã nêu trong § 1. 


Ví dụ 2 
a) Với a là số dương, ta có 
(a5+yS¬! a1 " 1 


TH -NEDE TRE -ý 5 =.= 
ai? 3:z 3+2 a 
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b) Để so sánh các số 163 và 43, ta đưa về so sánh hai luỹ thừa cùng cơ số. 
Ta có 162 = A25, do đó ta so sánh 2/3 và 32. 
Vì (23)? = 2?.3 = 12, (329? = 32.2 = 18 nên 2/3 < 3/2, do đó 

423 < 43/2, tức là 165 < 43⁄2, 


1-5 ã 35 

xẻ `. 
[H4| rímn | 2 Tốc 
Công thức lãi kép 


Gửi tiên vào ngân hàng, ngoài thể thức lãi đơn (túc là tiền lãi của kì trước 
không được tính vào vốn của kì kế tiếp, nếu đến kì hạn người gửi không rút lãi 
ra), còn có thể thức !Zi kép theo định kì. Theo thể thức này, nếu đến kì hạn 
người gửi không rút lãi ra thì tiền lãi được tính vào vốn của kì kế tiếp. Nếu 
một người gửi số tiền A với lãi suất r mỗi kì thì dễ thấy sau N kì số tiên người 
ấy thu được cả vốn lẫn lãi là : 

€= Aq+r)Ÿ. q) 


(Có thể chứng minh bằng quy nạp theo N ). 


Ví dụ 3. Theo thể thức lãi kép, một người gửi 10 triệu đồng vào ngân hàng. 
a) Nếu theo kì hạn 1 năm với lãi suất 7,56% một năm thì sau 2 năm người đó 
thu được một số tiền là 

10.(1+ 0,075632 ~ 11,569 (triệu đồng). 
b) Nếu theo kì hạn 3 tháng với lãi suất I,65% một quý thì sau 2 năm người đó 
thu được một số tiền là 

10.(1+0,0165)Ê ~ 11,399 (triệu đồng). 


[H2| Một người đầu tư 100 triệu đồng vào một công tí theo thể thức lãi kép với lãi 


suất 13% một năm. Hỏi sau 5 năm mới rút lãi thi người đó thu được bao nhiêu tiền 
lãi ? (Giả sử rằng lãi suất hàng năm không đổi). 


12. 


13. 


14. 
15, 


16. 


17. 


18. 


bâu hỏi và bài tận 


Xét mệnh đê ; "Với các số thực x, a, ð, nếu 0 < a < ð, thì a* < b*", 
Với điều kiện nào sau đây của x thì mệnh đề đó là đúng ? 

(A) x bất kì ; (B) x>0; (Œ@ x<0. 

Xét mệnh đẻ : "Với các số thực a, x, y, nếu x < y, thì 4Ÿ < a”". 

Với điều kiện nào sau đây của z thì mệnh đề đó là đúng 7 

(A) a bất kì ; (B)aza>0; () >1. 

Cho các số thực 2, x, y với x < y. Hãy ôm điều kiện của a để 4” > a”. 


Tính giá trị các biểu thức 


lSx?Ï 2295g5,  aI+22.oŸ2, 


Đơn giản các biểu thức 
v3+I 
(+ ⁄2~1 
E5: +0 
av5-3 „4-5 a 


Một người gửi 15 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kì hạn I năm 
với lãi suất 7,56% một năm. Giả sử lãi suất không thay đối, hỏi số tiền người 
đó thu được (cá vốn lẫn lãi) sau 5 năm là bao nhiêu triệu đồng ? (Làm tròn 
đến chữ số thập phân thứ hai). 


Luyện lập 


Viết các biểu thức sau đưới dạng luỹ thừa của một số với số mũ hữu tỈ : 


a) #fx?Ÿx (+>0) ; b) 5 (a>0,b>»0); 


c) HH h đ) N82 NT a\a⁄a SP (a >0). 
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19. Đơn giản biểu thức 


% 1 ⁄2+1 a3 43+1 a8 
Tỉ TUÀG —a go TỔ b) — ; 
1%... p⁄3~I b”ˆ 
a2⁄2 — p243 2 1 W 
€Ầ\ ——————Ừ'!l; đ,l|x°+y*| -|4*xy|. 
(z2 X b8) [ 


20. Tìm các số thực #z, thoả mãn từng điều kiện sau : 
a) 24a +2”)=I (az>0; b) 3Ì «21. 


21. Giải các phương trình sau bằng cách đặt ? = Wx: 
a) Vx+Äx =2; b) Vx—3Ÿx +2 =0. 
22. Giải các bất phương trình sau : 


a) x” <3; b) xlÍ >7 ; cư!) x2; đ) x) <5. 


Ệ _° LÔGARIT 


Trong bài này chúng ta sẽ tìm hiểu một trong những phép toán quan trọng có 
nhiều ứng dụng trong thực tiễn, đó là lôgarIt. 


I. Đỉnh nghĩa và ví dụ 
Trước tiên, ta có những lưu ý sau về luỹ thừa của cơ số z : 


Cho số z2 dương. Với mỗi số thực ø tuỳ ý, ta luôn xác định được luỹ thừa øZ. 
Hơn nữa, ta có 


aZ là một số dương ; 
Nếu ø = I thì a7 = l =1 với mọi z eR; 
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Nếu z > 1 thì aZ < aỂ khi và chỉ khi ø < Ø ; 
Nếu 0< z < 1 thì 4# < azŸ khi và chỉ khi z > /. 
Từ đó, suy ra 
Nếu 0< z # 1 thì z“ = aŸ khi và chỉ khi œ = Ø. 
Ngược lại, ta thừa nhận rằng khi z là một số dương khác I thì với mỗi số 
dương Ð, có một số øz để 
aŠZ =b. 
Theo lưu ý ở trên, số ø đó là duy nhất. Từ đó, ta có định nghĩa sau : 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho a là một số đương khác 1 và b là một số dương. Số thực œ 


để a” =b được gọi là lôgarit cơ số 4 của ở và kí hiệu là _ 
log„b, tức là 


ở = log„b © a” =b. 
Ví dụ Í 


=7 vì 102 = 100 : Đ `. | 
logio 100 = 2 vì 10” = 100 ; logoio = =2 vì lŨ #2” Tng; 


CHỦ Ý 
1) Không có lôgarit của số Ö và số âm vì 2“ luôn dương với 
mợi #Z. 
2) Cơ số của lôgarit phải dương và khác 1. 
3) Theo định nghĩa lôgarit, ta có 


logyl =0, logyz =Í; 
log„&? =b,VbcR, 


a8” —pb VbecR,b> 0. 


Hai công thức (1) và (2) nói lên rằng phép lấy lôgarit và phép nâng lên luỹ thừa 
là hai phép toán ngược của nhau. Cụ thể, với số 2 đương khác 1 ta có 
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Với mọi số thực b 


l' =====.._:-. log„a” =b; 
nâng lên lụỹ thừa lấy lôgarit cơ số a 
Cơ SỐ 2 


Với mọi số thực b đương 
EPS=em=—=. `. ằ..n..ằẮaenan. alðzÐ = p, 
lấy lôparit cơ số a nâng lên luỹ thừa 
CƠ SỐ 4 
Ví dụ 2 


. = 
loga Ä⁄3 = logy33 = š ; lOgy 4 = logt B = -2. 
2 ti 


[H1] Tính 


| 
2) log; 2 ; logo : b) 9)98312., 0,125)98031, 
IH2] Với giá trị nào của x thỉ loga (1— x) =2 ? 


2. Tính chất 
a) So sánh hai lôgarit cùng cơ số 


Từ những lưu ý của mục 1, dễ dàng chứng minh được 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho số dương a khác 1 và các số dương b, c. 


1) Khi 2 > 1 thì log„b > log,c ©b>c; 
2) Khi 0 < a< I1 thì log„b > logạc ©® b<c. 


Ta chứng minh 1). 


Vì a > I nên, theo lưu ý của mục 1, ta có 


log„b > log,e e> ae? > gÌ9Éá€ c> b >c, n 


§4 


[Hã| Hãy chứng minh 2). 
Từ định lí l, ta có 


HỆ QUÁ 


Cho số z dương khác I và các số đương b, e. 
1) Khi a2 > 1 thì log„b > 0 © b >1. 
2) Khi 0 < a <1 thì log„b > 0 © b < 1. 


3) log„b = log,c ©b=c. 


Ví dụ 3. Hãy so sánh loga ẵ và loga s 
5 2 


Giái. Vì Š < 1 và 2 <1 nên log; 2 > log; 1 =0, 
Š 5 
3 „3 3 
Mà Dš02162-1002216571200/: 2k 


3 


2 
Từ đó suy ra loga 3 > 08a s 
5 3 


b) Các quy tác tính lôgarit 


Từ định nghĩa lôgarit và tính chất của luỹ thừa, ta suy ra các quy tắc tính 
lôgarit. 


ĐỊNH LÍ 2 


Với số z dương khác l và các số dương b, c, ta có 


1) log„(be) = log„b + log„e ; 
b 
2) lOB„ PHI: log„b — log„e ; 


3) log„ bZ = zlog„b. 
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CHÚ Ý 
Bằng quy nạp, suy ra rằng với các số dương bị, bạ, ..., b„, ta có 
log,bạ...b„) = log„ bị + logu by +... + loga bạ. 


Khẳng định sau đúng hay sai ? Vì sao ? 
vx e (-œ;—1), logza(x? =l) =logz(x + D+log„Œ— ]). 
Từ định lí 2 đễ đàng suy ra 
HỆ QUÁ 


Với số z dương khác 1, số đương b và số nguyên đương ø, ta có 


l) log, 2 = -log„Ð ; 


2) log„ 5 = ~ log b. 


Ví dụ 4 


log; 16 _ loggl6 _ logy2f“” 4log;2 _ sổ 
log; l5 — logy30 ˆ lŠ logu2! -—logy2 - 
log2 O ụ 


IH| Tỉnh logs ⁄3 - 12+ logs 50. 


Đổi cơ số của lôgarit 

Trong tính toán, đôi khi ta cần biết mối liên hệ giữa những lôgarit với cơ số 
khác nhau, 

Sau đây là công thức đổi cơ số của lôgarit. 


ĐỊNH LÍ 3 


Với a, b là hai số dương khác 1 và c là số đương, ta có 


hay log,b.log,ạc = log„c. 


$6. 


Chứng mình 
Thật vậy, ta có c = b'°Ẽ5°„ từ đó 

log„c = log„(b'°8»°) = logyc.log„b. 
Vì b z1 nên log„b # 0, do đó 


Từ công thức đổi cơ số của lôgarit, với c = 2, ta suy ra 


HỆ QUÁ 1 


Với a và b là hai số dương khác 1, ta có 


l 
log„b = = hay log„b.log;y a = I. 


p2 


Cũng trong công thức đổi cơ số đó, với b = a7 (œ0), ta có 


HỆ QUẢ 2 


Với a là số dương khác 1, e là số đương và øz z Ö, ta có 


1 
log „ c= a:Ì0Ea Có 


Ví dụ 5. - log; (logs4.log; 3) = log; (2loga 2.log; 3) = log¡ 2 = lop; 2 
4 4 4 


] 
= —slog; 2 =—-~- 


2 
vi 3 
Tìm x, biết logx x + loga x = 2 


Nhận xét. Nhờ công thức đổi cơ số của lôgarit, khi biết lôgarit cơ số 2, ta có 
thể tính được lôgarit cơ số bất kì. Chẳng hạn, ta có thể tính được các lôgarit 
cơ số 2, cơ số 3... theo lôgarit cơ số 10, 


87 


4. 


88 


Lôgarit thập phân và ứng dụng 


Trong thực hành ta hay dùng hệ đếm thập phân (hệ đếm cơ số 10) ; chính vì vậy 
lôgarit thập phân (lôgarit cơ số 10) chiếm một vị trí quan trọng trong tính toán. 
Năm 1617 người ta đã xây dựng được bảng lôgarit thập phân để tìm giá trị gần 
đúng lôgarit thập phân của một số thực dương bất kì (xem bài Em có biết 
“Về lịch sử phát minh lôgarit và bảng lôgarit" trang 91). Ngày nay thay vì dùng 
bảng, người ta thường dùng máy tính bỏ túi. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Lôgarit cơ số I0 của một số dương x được gọi là lôgarit thập 
phân của x và kí hiệu là logx (hoặc là lgx ). 


Lôgarit thập phân có đầy đủ các tính chất của lôgarit với cơ số lớn hơn 1. 


e Trước khi có máy tính, để tính các luỹ thừa với số mũ phức tạp, người ta 
thường dùng phương pháp "lôgarit hoá" với lôgarit cơ số 10 và các tính toán 
được thực hiện nhờ bảng số. 


Ví dụ 6. Để tính 2,I°” người ta làm như san : 
— Tính log2,122 
log2,1”2 = 3,2log2,1 > 1,0311 ; 
~ Từ đó suy ra 2,132 ~ 10°93H1 >~ [0,7424. Im 


® Người ta còn dùng phương pháp "lôgarit hoá" và các tính chất của lôgarit để 
giải quyết một số bài toán liên quan đến luỹ thừa. 
Ví dụ 7 
Một người gửi 6 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép, kì hạn 1 năm 
với lãi suất 7,56% một năm. Hỏi sau bao nhiêu năm người gửi sẽ có ít nhất 
12 triệu đồng từ số tiền gửi ban đầu (giả sử lãi suất không thay đổi) ? 
Giải 
Theo công thức lãi kép C = Á(I + ryỶ , sau W năm gửi, người gửi sẽ có một 
số tiền là 
6(1 +0,0756)Ÿ. 

Từ đó, ta phải tìm N sao cho 

12=6(1 +0,0756)  . () 


Lấy lôgarit thập phân hai vế của đẳng thức (1), ta được 
log12= log6 + ý log1,0756. 
_ logl2- log6 
_— logl07% 


Vậy sau khoảng 10 năm người gửi sẽ có ít nhất 12 triệu đồng từ số vốn 6 triệu 
đồng ban đầu. 


Suy ra ~ 9,51. 


e Rõ ràng khi x = 10” thì logx = n. Còn với số x > l tuỳ ý, viết x trong hệ 
thập phân thì số các chữ số đứng trước dấu phảy của x là ø + 1, trong đó ø là 
phần nguyên của logx, n = [logx]. 

Thật vậy, vì 10” là số tự nhiên bé nhất có w + I chữ số nên số các chữ số 
đứng trước dấu phây của x bằng n + 1 khi và chỉ khi 10” < x < 10”!, tức là 
n < logx <n +1 ; điều này chứng tỏ ø = [Ioex]. 

Ví dụ 8. Để tìm số các chữ số của 2? khi viết trong hệ thập phân người ta 
lấy giá trị gần đúng của log2 là 0,3010 và được 


[2008. log2] + 1 = [2008.0,3010] + 1 = [604,408] + 1 = 605. 
Vậy số 2? có 605 chữ số. 


Khi viết 21090 trong hệ thập phân ta được một số có bao nhiều chữ số ? 
(lấy giá trị gắn đúng của log2 là 0.3010). 


0âu hỏi và bài tập 


23. Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau : 
a) Cơ số của lôgarit là một số thực bất kì ; 
b) Cơ số của Ílôgarit phải là số nguyên ; 
c) Cơ số của lôgarit phải là số nguyên dương ; 
đ) Cơ số của lôgarit phải là số dương khác I. 
24. Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 
a) Có lôgarit của một số thực bất kì. 
b) Chỉ có lôgarit của một số thực dương. 
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25. 


27, 


28. 


29, 


30. 


31. 


90. 


c) Chỉ có lôgarit của một số thực dương khác I1. 

d) Chỉ có lôgarit của một số thực lớn hơn 1. 

Điển thêm vế còn lại của đẳng thức và bổ sung điều kiện để có đẳng 
thức đúng. 

2) log„(y) =...; b)...= log„x — log„ y ; 


c©) log„xZ =...; d) a!98s° =..... 


.- Trong môi mệnh đẻ sau, hãy tìm điều kiện của z để có mệnh đẻ đúng : 


a) log„x < log„y ©<x<y; 


b) log„x < log„y © x> y>0. 


Hãy tìm lôgarit của mỗi số sau theo cơ số 3 : 
] L 
3; 81; 1; g;¡ 3: —- 
9 3/3 
: Ì 1 
Tính log; 125 : logo,s 7 : loi cT : logi 36. 
_ 4 6 
1 loga 5 1 logg s2 
Đ logal§, 5l0gx2 „ Khôi ` ñ] 
Tính 3 Ó 3 › B » 32 ẹ 
Tìm +, biết 
a) logzx =4 ; b) log;(Š - x) = 3 ; 
©) loga(x + 2) = 3 ; đ) log¡ (0,5 + x) = —]. 
§ 


Biểu thị các lôgarit sau đây theo lôgarit thập phân (rồi cho kết quả bằng máy 
tính, làm tròn đến chữ số thập phân thứ ha) : 


logy25 ; logs8; logg0,725; logs;slL13. 


Lôgarit là phát minh của Nê-pe (J. Napier hay .J. Neper 
1550 - 1617) - một điền chủ và nhà thần học người 
Xcôt-len. Nê-pe bị toán học lôi cuốn và ông coi toán học 
là niềm vui giải trí của mình. Trong vòng 20 năm trời, 
những lúc rảnh rỗi, Nê-pe đã phát triển lí thuyết lôgarit và 
ông đã trình bày vấn đề này trong một cuốn sách viết 
bằng chữ La-tinh in năm 1614 với đầu đề "Mô tả một 
bảng lôgarit kì diệu" (từ "Iôgarit" có gốc là những từ Hi Lạp : 
logos nghĩa là tỉ lệ, arithmos nghĩa là số). Ông hi vọng 
phát minh của mình sẽ giúp đơn giản hoá nhiều phép : 
tính trong thiên văn, đó là những phép tính đòi hỏi nhiều ae làm 
công sức và thời gian. 


Thực tế, lôgarit của Nê-pe đã làm cuộc cách mạng trong thiên văn và trong nhiều 
lĩnh vực toán học bằng cách thay thế việc thực hiện "phép tính nhân, chia, tính căn 
bậc hai, căn bậc ba của những số lớn mà bên cạnh việc tiêu phí thời gian một cách 
tẻ nhạt, người ta còn hay bị nhầm lẫn" bằng thực hiện các phép tính cộng, trừ đơn 
giản những số tương ứng. Phát minh của Nê-pe là một phương thức tiết kiệm thời 
gian đáng kể. 


Một số nhà sử học coi rằng việc sử dụng lôgarit để đơn giản các phép tính đã giúp 
nhà thiên văn người Đức Giô-han Kê-ple (J. Kepler) phát hiện ba quy luật chuyển 
động của hành tinh mà điều này lại giúp nhà vật lí người Anh Niu-tơn (I. Newton) 
phát hiện lí thuyết hấp dẫn. Sau phát minh của Nê-pe 200 năm, nhà toán học Pháp 
La-pla-xơ (P. Laplace) viết rằng : Lôgarit, bằng cách giảm bớt công sức tính toán, đã 
kéo dài tuổi thọ gấp hai lần cho các nhà thiên văn. 


Các bảng lôgarit ban đầu của Nê-pe còn nhiều khiếm khuyết. Một nhà toán học 
người Anh là Hen-ry Bric (H. Briggs) đọc công trình của Nê-pe (bằng chữ La-tinh) 
ngay sau khi nó được công bố, lập tức thấy được ý nghĩa của phát minh kì diệu này. 
Bric viết thư cho Nê-pe đề nghị gặp gỡ trao đổi và nêu ra nhiều cải tiến cho phát 
minh đó. Hai nhà toán học gặp nhau vào mùa hè năm 1615. Bric đề nghị định nghĩa 
lại lôgarit thập phân (lôgarit cơ số 10). Thực ra, Nê-pe có nghĩ đến dùng cơ số 10 
nhưng đã không đủ sức làm nên các bảng mới. Nê-pe đề nghị Bric xây dựng các 
bảng như thế. 


Sau đó hai năm, các bảng lôgarit thập phân đầu tiên đã được Bric xây dựng. Nê-pe 
mất năm 1617 trước khi Bric hoàn thành các bảng đó. Nhiều nhà toán học đã tiếp 
tục xây dựng các bảng lôgarit thập phân trong đó có bảng của Bra-đi-xơ mà ngày 
nay chúng ta vẫn còn dùng. 


9Ị 


Khí viết số thập phân dương 4 dưới dạng kí hiệu khoa học  = đ.10”, với 
1<ø<10,ne Z thì 


log a = log# + n. (1) 
Như vậy, chỉ cần biết logø+ với mọi thuộc [ 1 ; 10) thì sẽ tính được lôgarit thập 
phân của một số thập phán dương bất kì. Người ta gọi log + trong (1) là phần định 
trị n là phần đặc tính của loga. Trong các bảng số, người ta cho sẵn giá trị 


gần đúng phần định trị logœ+. Bảng của Bra-di-xơ cho logœ với bốn chữ số 
thập phân. 


Ví dụ. Cho biết log2,319 ~ 0,3653. Tính log23,19 và log0,2319. 
Giải : 
log 23,19 = log(2,319.10) = log2,319+ 1 ~ 0,3653+1=1,3653 ; 


log0,2319 = log(2,319.10ˆÌ) = log 2,319 — I 
~0,3653 — 1 = -0,6347. 


Luyện tập 
32. Hãy tính : 
a) logs 12 ~ logs 15 + logs 20 ; b) l08; 36 — log; 14 — 3log¿ 3/21 ; 


logs 36— logs 12 . đ) 36l0& 5 + 10171982 = gÌ0823 
logz 9 : l 


33. Hãy so sánh : 


c) 


a) loga 4 và loB, 3 2 b) 3Ì9%! và 7Ì9E60/22. 

34. Không dùng bảng số và máy tính, hãy so sánh : 
4) log2 + log3 với logŠ ; b) log12 ~ log5 với log7 ; 
©) 3log2 + log3 với 2log5 ; đ)1 + 2log3 với log27. 


35. Trong mỗi trường hợp sau, hãy tính log„ x, biết log„b = 3, log„c = ~2 : 


a*Ÿb 


a) x= 22b}{c ; b) x= 3 
e 
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36. 
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38. 


39. 


40. 


41. 


Trong mỗi trường hợp sau, hãy tìm x : 

a) loga x = 4logxa + 7loga® ; b) logs x = 2logs 2 — 3logs b. 
Hãy biểu diễn các lôgarit sau qua ø và ổ: 

a) log S0, nếu loga 15 = #z, logy10 = đ ; 

b) log„ 1250, nếu log; 5 = ơ. 

Đơn giản các biểu thức sau : 


Bà 


Di 4 1 
a) logg + slog4 + 4logv2 : b) lOEG + 2log36 + 2 


log2 : 


c) log72 — 2logz +logv108 ; ở) logg — log0,375 + 2log-/0,5625.. 


Tìm x, biết : 
a) logv27 = 3 ; b) log, 7 =-l; c) log, V5 =~-Á. 
Số nguyên tố dạng Äƒ,„ = 2Ÿ —1, trong đó p là một số nguyên tố được gọi là 


số nguyên tố Mec-xen (M. Mersenne, 1588 — 1648, người Pháp). 

Ơ-le phát hiện Mạ; năm 1750. 

Luy-ca (E. Lucas, 1842 - 1891, người Pháp) phát hiện M¡+; năm 1876. 
Maossso được phát hiện năm 1996. 

Hỏi rằng nếu viết ba số đó trong hệ thập phân thì mỗi số có bao nhiêu chữ số ? 


(Dễ thấy rằng số chữ số của 2 — 1 bằng số chữ số của 2” và để tính số chữ 
số của M;; có thể lấy log2=~ 0,30 và để tính số chữ số của Ä;sosaso có thể 
lấy log2=~ 0,30103 (xem ví dụ 8)). 

Một người gửi 15 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kì hạn một 
quý với lãi suất 1,65% một quý. Hỏi sau bao lâu người đó có được ít nhất 


20 triệu đồng (cả vốn lẫn lãi) từ số vốn ban đầu ? (Giả sử lãi suất không 
thay đổi). 
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1, 


SỐ e VÀ LÔGARIT TỰ NHIÊN 


— | 


Cho đến bây giờ, dường như ø là số vò tỉ quan trọng nhất mà ta biết đến. 
Trong bài này, (a sẽ được biết thêm một số vô tỉ cũng quan trọng không kém, 
x 
đó là số e. Số e là giới hạn lim [ + x) , Xấp xỉ bằng 2,718281828... ; nó 
._x—=+œ x 
xuất hiện một cách tự nhiên trong Toán học, cũng như trong đời sống. Chính 
Vì vậy lôgarit cơ số e còn được gọi là lôgarit tự nhiên. Trong các máy tính bỏ 
túi, người ta đều thiết kế các phím bấm cho phép tính giá trị của các biểu thức 


e” và log„ x (còn kí hiệu là Inr). 


Lãi kép liên tục và số e 

Ta đã biết : Nếu đem gửi ngân hàng một số vốn ban đầu là A với lãi suất mỗi 
năm là r theo thể thức lãi kép thì sau N năm gửi số tiền thu về cả vốn lẫn lãi sẽ 
là Aq + rŸ. 


Giả sử ta chia mỗi năm thành ø kì để tính lãi và giữ nguyên lãi suất mỗi năm 


là r thì lãi suất mỗi kì là = và số tiền thu được sau W năm (hay sau Nm kì) 


r Nm 
là AÍI + =] \ 

m 
|H1| cno A = 100 triệu đồng, r = 8% năm, N = 2. Dùng máy tính bỏ túi tính số tiền 
thu được cả vốn lẫn lãi sau 2 năm theo các định kì sau đây : 


m = | (định kì năm) ; m = 2 (định kì 6 tháng) ; 
m = 4 (định kì quý) : mì = 12 (định Kì tháng) : 
m = 52 (định kì tuần); m = 365 (định kì ngày). 
Hiển nhiên khi tăng số kì mø trong một năm thì số tiền thu được sau N năm 


(tức mi kì) cũng tăng theo. Tuy nhiên như ta thấy sau đây, nó không thể tăng 
lên vô hạn được. - 
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Thật vậy. xét giới hạn của dãy số sau (trong đó A, r, N là cố định) 


: Nm 
—= AÍ *ã] : 
m 


Ta có 


Œ@) 


Người ta chứng minh được giới hạn trên tồn tại, nó là một số vô tỉ có giá trị 
bằng 2,718281828... và được kí hiệu là e. Vậy 


x 
c= lìm l t‡] ~ 2.7183. @) 
xe=+~©o x 
Từ (1) và (2), người ta suy ra limS„ = Ae*”, m 


e Thể thức tính lãi khi z —> + gọi là thể thức iái kép liên tục. 


Như vậy với số vốn ban đầu là A, theo thể thức lãi kép liên tục, lãi suất mỗi 
năm là r thì sau W năm số tiền thu được cá vốn lẫn lãi sẽ là 


§= Ae, 3) 
Công thức (3) được gọi là công thức 14i kép hiên tục. 
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Ví dự 1. Với số vốn 100 triệu đồng gửi vào ngân hàng theo thể thức lãi kép 
liên tục, lãi suất 8% năm thì sau 2 năm số tiền thu về cả vốn lẫn lãi sẽ là 
100.e29°8 ~ 117351087 (triệu đông). n 
e Nhiều hiện tượng tăng trưởng (hoặc suy giảm) của tự nhiên và xã hội, chẳng 
hạn sự tăng dân số, cũng được ước tính theo công thức (3). Vì vậy công thức (3) 
còn được gọi là công thức tăng trưởng mũ. 
Ví dụ 2. Sự tăng dân số được ước tính theo công thức (3), trong đó A là dân 
số của năm lấy làm mốc tính, S là dân số sau N năm, r là tỉ lệ tăng dân số 
hàng năm (xem bài đọc thêm “Sự tăng trưởng (hay suy giảm) mũ” trang 110). 
Biết rằng tỉ lệ tăng dân số thế giới hàng năm là 1,32%, năm 1998 dân số thế 
giới vào khoảng 5926,5 triệu người. Khi đó dự đoán dân số thế giới năm 2008 
(10 năm sau) sẽ là 


5926,5.e!90®!3ˆ - 6762,8 (triệu người). 


Lôgarit tự nhiên 


ĐỊNH NGHĨA 


Lôgarit cơ số e của một số đương z được gọi là lôgarit tự nhiên 
(hay lôgarit Nê-pe) của số 4 và kí hiệu là lna. 


Lôgarit tự nhiên có đầy đủ các tính chất của lôgarit với cơ số lớn hơn I. 

IH2| a) Dùng công thức đổi cơ số, hãy so sánh logx và Inx tuỳ theo các giá trị của x. 
b) Tỉnh giá trị của biểu thức logc2!n⁄19 _ In tgJese `. 

Ví dụ 3. Biết rằng năm 2001, dân số Việt Nam là 78685800 người và tỉ lệ tăng 


dân số năm đó là 1,7% và sự tăng dân số được ước tính theo công thức (3). 


Hỏi cứ tăng dân số với tỉ lệ như vậy thì đến năm nào dân số nước ta ở mức 
100 triệu người ? 


Giải. Theo bài ra, ta có 
100 = 78,6858.e901N, (®) 
Lấy lôgarit tự nhiên hai vế của (*) ta được - 
In100 = In(78,6858.e99!79 , 


42. 


43. 


44. 


4s. 


46. 


Từ đó suy ra 


ìn 100 — In78,6858 
G1: 00202024. 


Vậy nếu cứ tăng dân số với (ỉ lệ hàng năm là 1,7% thì đến năm 2015 dân số 
nước ta sẽ ở mức IÓÔ triệu người. 


Câu hủi và bài tập 


Tìm sai lâm trong lập luận sau : 
Ta có Ine” = 2lne =2.1= 2 và In(2e) = Ine + Ine =+1= 2. Từ đó suy 
ra e7 = 2e, mà e # Ô nên e = 2 † 


Biểu diễn các số sau đây theo a = ln2, b = In5 : 


l6 | 2 98 09 
: : - In=— Hs c: ki 
In500; In>z ;in6,25 ; nz+ln2 + kế >2182 6 
Chứng minh 


reÌnG +22) - 4Ind/2 +) - “(v2 >jySØ: 


Sự tăng trưởng của một loại vi khuẩn tuân theo công thức § = A.e”, trong đó 
A là số lượng vi khuẩn ban đầu, z là tỉ lệ tăng trưởng Œ > 0), ¿ là thời gian tăng 
trưởng. Biết rằng số lượng vi khuẩn ban đầu là 100 con và sau 5 giờ có 
300 con. Hỏi sau 10 giờ có bao nhiêu con vi khuẩn ? Sau bao lâu số lượng vi 
khuẩn ban đầu sẽ tăng gấp đôi ? 


Cho biết chu kì bán huỷ của chất phóng xạ plutôni Pu?°9 là 24360 năm (tức là 


239 


mội lượng Pu“ “” sau 24360 năm phân hùỷ thì chỉ còn lại một nửa). Sự phân 


huỷ được tính theo công thức § = Ae”, trong đó A là lượng chất phóng xạ ban 
đầu, r là tí lệ phân huỷ hàng năm (r < 0), ¿ là thời gian phân huỷ, Š là lượng 


còn lại sau thời gian phân huỷ 7. Hỏi 10 gam Pu?” 


huỷ sẽ còn ] gam ? 


sau bao nhiêu năm phân 
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SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỒ TÚI ĐỂ TÍNH LUỸ THỪA 
VÀ LÔGARIT 


Có thế dùng máy tính bỏ túi, chẳng hạn máy tính CASIO ƒx - 500 Ä⁄S, để tính luỹ thừa 
của 10, của e cũng như lôgarit thập phân và lôgarit tự nhiên của một số. 


Ví dụ 1. Tính log 5,63. 
Để tính log 5,63, ta ấn lần lượt các phím sau : 


|los| 5 || 6 3 i=Ï. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 
0.750508395. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 
log5,63 ~ 0,7505. 


Ví dụ 2. Tính 107213, 


Để tính 107”, ta ấn lần lượt các phím sau : 


SHIFT| Iio*| 2 ||13 la. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 
0.007413102. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 
10 ?!3 ~ 00074. 
Ví dụ 3. Tính In 4,83. 
Để tính In 4,83, ta ấn lần lượt các phím sau : 
lIn| 4 L] 8 3 E=i. 
Trên màn hình hiện số 
1.574846468. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 
In 4,83 ~ 1,5748. 
Ví dụ 4. Tính cÝ5, 
Để tính e5 , tạ ấn lần lượt các phím sau : 


smrT] le [ý] s ä. 
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Trên màn hình hiện số 
9.356469017. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 


c5 ~ 0,356%. 


LÔGARIT TRONG MỘT SỐ CÔNG THỨC ĐO LƯỜNG 


a) Độ pH trong hoá học 


« Trong mỗi dung dịch, nồng độ ion hiđrô [HO ”] đặc trưng cho tính axit, nồng độ 
hiểrôxyn (OH ] đặc trưng cho tính bazơ (kiềm), (nồng độ tính bằng mol//. 

Ở 25°C, tích [HạO”] x [OH ] là một hằng số và bằng 10 !“ (đối với mọi dung dịch). 
Nước tinh khiết ở 25°C có [HạO”] = [OH ] = 10 7, Nếu nồng độ (HạOT] lớn hơn 


10 ” thì dung dịch có tính axit, nổng độ [HạO”] nhỏ hơn 10 7 thì dung dịch có 
tính kiểm, 


Vi các nồng độ này là những số rất nhỏ nên để đặc trưng tính axít (tính bazơ) của 
một dung dịch, người ta xét chỉ số (hay độ) pH, 


pH =- log[HaạO' ]. 


(pH là chữ đầu của nhóm từ "polential of hydrogen" có nghĩa là tiểm lực của hiđrô). 
Như vậy 


pH < 7 nói lên rằng dung dịch có tính axit ; 
pH > 7 nói lên rằng dung dịch có tính bazơ ; 
pH = 7 chứng tỏ dung dịch là trung tính. 
Ví dụ 
Bia có [H2O”] =0,00008, do đó có độ pH là 
pH = -log 0.00008 = 5 — log 8 < 7. 
Rượu có [H2O”] = 0,0004, do đó có độ pH là 
pH = -log0,0004 = 4 - log 4 < 7. 
99 
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Như vậy, bia và rượu đều có tính axít, nhưng tính axit của rượu lớn hơn tính axít 
của bìa. 
e Trong thực tế, ngành thổ nhưỡng rất quan tâm đến độ pH của một vùng đất để tìm 
ra biện pháp cải tạo đất và chọn giống cây trồng thích hợp. 
b) Độ chấn động trong đĩa vật lí 
e Độ chấn động M của một địa chăn biên độ 7 được đo trong thang độ Richie 
(C. F. Richter, nhà địa vật lí Mĩ, 1900 — 1985) xác định bởi 

M=In „ 

l 

(lạ là biên độ của dao động bé hơn 1ụum trên máy đo địa chấn, đặt cách tâm địa 
chấn 100km, /¿ được lấy làm chuẩn). 
« Ở 3 độ Richte, địa chấn chỉ có ánh hướng trong một vùng diện tích nhỏ ; ở 4 đến 5 
độ Richte, địa chấn gây một số thiệt hại nhỏ ; ở 8 đến 8 độ Richle, địa chấn gây một 
số thiệt hại lớn ; ở 9 độ Richte, thiệt hại là cực kỉ lớn. 
se Năng lượng giải toả E tại tâm địa chấn ở #f độ Richte được xác định xấp xi bởi 
công thức 

logE~11.4+1 5M. 
Từ đó, chẳng hạn, ở 8 độ Richle, địa chấn có năng lượng giải toả gấp khoảng 
30000 lần địa chấn ở 5 độ Richte (địa chấn ở 5 độ Richte có năng lượng giải toả 
khoảng 2.10!Ê iun). 


e) Độ to nhỏ của âm 


Để đặc trưng cho độ to nhỏ của âm, người ta đưa ra khái niệm mức cường độ của 
âm. Một đơn vị thường dùng để đo mức cường độ của âm là đềxiben (viết tắt là dB) 
(G. Ball, 1847 — 1922, nhà vật lí Mĩ gốc Anh). 


Mức cường độ L của âm được tính theo công thức : 
L(dB)=10log~_, 
Ẻ !% 


trong đó / là cường độ của âm, tức là năng lượng truyền đi bởi sóng âm trong 
một đơn vị thời gian và qua một đơn vị diện tích bề mặt vuông góc với phương 
sóng truyền (đơn vị đo là W/m2) ; lạ là cường độ của âm ở ngưỡng nghe 


(lạ =10 !2 W/Im?). Công thức trên cho thấy : Khi cường độ của àm tăng lên 
107, 10”,... lần thi cảm giác về độ to nhô của âm tăng lên gấp 2, 3, ... tần. 


Chú ý rằng nếu thường xuyên nghe tiếng ồn khoảng 90dB thì có nguy cơ bị giảm 
thính lực, thậm chí bị điếc (xem bài tập 52 tr. 112). 


§ 5 HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LÔGARIT 


Trong bài này, ta luôn giả thiết là một số dương và khác 1 (0 < a # l) đã 
cho, j là một khoảng hay hợp của nhiều khoảng nào đó. 

1. Khái niệm hàm số mũ và hàm số lôgarit 
Từ định nghĩa luỹ thừa và lôgarit, ta thấy : 
e Với mỗi giá trị thực của x, ta luôn xác định được một giá trị 4” (duy nhất). 
e Với mỗi giá trị thực dương của x, ta luôn xác định được một giá trị Ìog„x 
(duy nhất). 
Từ đó, ta có hàm số y = a” xác định trên R và hàm số y = log„x xác định trên 
R} =(0; +). 


ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử ø là một số đương và khác l. 

Hàm số dạng y = 2” được gọi là hàm số mũ cơ số a. 

Hàm số đạng y = log„x được gọi là hàm số lôgarit cơ số a. 
Khi không cần nhấn mạnh cơ số, hàm số mũ cơ số ø còn gọi tất là hàm số 
mif) ; hàm số lôgarit cơ số ø còn gọi tắt là:hàm số lôgari. 
Ta cũng dùng kí hiệu y = logx (hoặc Igx) để chỉ hàm số lôgarit cơ số 10 và kí 
hiệu y = Inx để chỉ hàm số lôgarit cơ số e. Trong nhiều tài liệu, hàm số y = e” 
còn được kí hiệu là y = exp(x). : 

2. Một số giới hạn liên quan đến hàm số mũ và hàm số lôgarit 


a) Ta thừa nhận rằng các hàm số y = Z” và y = log„x liên tục tại mọi điểm mà 
nó xác định, tức là 


VxoeR, lim 4” =z"°, 
x->*Xg 


Vxge R}, lìm log,x = log„xg. 
x—+p 


(1) Có đài liệu coi hàm số mũ là hàm số có dạng y = k2”, trong đó & là hằng số khác 0. 
10I 


[1| Tìm các giới hạn sau : 
l 


a) lim e* ; b) lim loga x ; c} lim log 
x—>+œ x8 x>0 


SỈn x 
T 


í->+œ TƯ ờng 


D l r 
b) Ta đã biết lim h t2) =ec. Ngoài ra ta còn có lim h tí) =e. Từ đó, 


bằng cách đổi biến (đặt : = x) ta được 


1 
lim (1+ x)x =e€. () 
x¬»0 


Sử dụng (1), ta dễ dàng chứng minh được hai giới hạn quan trọng sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Chứng minh. Ta có. 

Inl+x) 1 b 

————=-Ìn[l+ = ] : 

P : n(1+ x) n{l+ x)x 
1 

Khi x dần đến 0 thì q + x)x ->e nên do tính liên tục của hàm số lôgari(, 
ta CÓ 
l 


h lim In{l + x)x = Ine =]. 
x0 x +->U 


T In(1 + x) = 


Vậy (2) được chứng minh. 
Để chứng minh (3), ta đặt ? = e” — 1. Khi đó ta có x = ln(1 + ?), và x -> 0 khi 
và chỉ khi / —> 0. Do đó 


x 


~l 
lim = Xi. = lim———= THỂ) i0) =1, 
v0 *X ;>0ÌI~+f)  ;0 ( 


Vậy (3) được chứng minh. BỊ 
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3. Đạo hàm của hàm số mũ và hàm số lôgarit 


Dưới đây, chúng ta sẽ chứng tỏ rằng hàm số mũ và hàm số lôgarit có đạo hàm 
tại mọi điểm mà nó xác định. 


a) Đạo hàm của hàm số mũ 


ĐỊNH LÍ 2 


a) Hàm số y = Z” có đạo hàm tại mọi điểm x e IR và 
XY 


(“ Ì = ä” Inz ; nói riêng ta có [e" | =€. 


b) Nếu hàm số w = (%) có đạo hàm trên J thì hàm số 
y =4") có đạo hầm trên 7 và 


J7] =x)a“Œ)Ina ; nói tiêng ta có (e“° ] ='(x)e"©), 


Chứng minh 


a) Trước hết ta xét hàm số y = €”. Giả sử x là một số tuỳ ý. Kí hiệu Ax là số 
gia của biến số tại x và Ay là số gia của hàm số tương ứng với nó, ta có 

Ay= e**Ä! -eY= e'(e* — )). 
Ár —]) Àr 


_ Ay ` ecï( X1 c -] x 
lim —— = I = lim ——— = e” (theo (3)). 
Ax s0 Âš 1= : TÊN, Ax VDG lội 


Vậy ke ]= e” với mọi x. 


x 
Đối với hàm số y = đ”, ta có a* = e"#“_ = e#Ì^Z nên theo công thức đạo hàm 
của hàm số hợp, ta có : 


(z*} = (e'"“]= e*"“(yIna)' = a”ln 2 (với mọi x e R). 


b) Kết luận này suy ra từ phần a) của định lí và công thức đạo hàm của hàm 
số hợp. n 
Ví dụ 1. Với y= (xˆ + 1)€*, ta có 


yv=@2+ De +@?+ D(@fŸ}  =(2x+x)+ De Ý=(+ LÊ. 


(H2| Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 
a) y=Œ@œ +1)£“ ; bJ/3jS-Ÿ5 su 
b) Đạo hàm của hàm số lôgarit 


ĐỊNH LÍ 3 


a) Hàm số y = log„x có đạo hàm tại mọi điểm x > 0 và 


(log„x} = 


; nói riềng ta có (lnx)` = : 
xIng ` 7: Sể; 
b) Nếu hàm số w = w(x) nhận giá trị dương và có đạo hàm trên 


/ thì hàm số y = logw(x) có đạo hàm trên J và 
u(x) w (X) 


(log„ wŒ)} = ñPing ; nói riêng ta có (Inwu(x))` = Tà 


Chứng mình 


a) Trước hết ta xét hàm số y = Inv. Giả sử x là một số dương tuỳ ý. Kí hiệu Ax 
là số gia của biến số tại x và Ay là số gia của hàm số tương ứng với nó, ta có 


1ý:<iiyÄ#hwealn se =n(t+S*}| 
x 


Ax 
—`+c ^*y (theo (2). 


= lim — 
Ax->0 ÂÄX — Ax-0 Ax Ax—0 X Ax 


Vậy (Inx) = - Với mọi x > Ô. 


Đối với hàm số y = log„x, ta có 


=(nxzl__Ì myy= 
(logx) -{ ) = na Hx) = 


(với mọi x > 0). 


Ìna xina 


b) Kết luận này suy ra từ phần a) của định lí và công thức đạo hàm của hàm 
số hợp LH 


Ví dụ 2. Đối với hàm số y = In(x” — x + 1), ta có 


(2 Tx+U 2x —] 


y —. 
%4 x=x+I 


[H3] Chứng minh rằng [In(—zx)]” = h với mọi x < 0. 


HỆ QUÁ 


a) (|3) = Š với mọi x + 0. 


b) Nếu hàm số  = (+) nhận giá trị khác 0 và có đạo hàm 
trên ƒ thì 
,_ MỆY) 
(In|z(+)) = —— Với mọi x e ÿ. 


(+) 


Hệ quả này được suy ra từ định lí 3 và kết quả của [H3| : 
4. Sự biến thiên và đồ thi của hàm số mũ và hàm số lógarit 
a) Hàm số y = đ” 


Ta đã biết hàm số y = ä” có tập xác định là 
R. Để khảo sát sự biến thiên của nó, ta 
cần xét dấu của đạo hàm y` = a” Inz. Do 
đ”> 0 với mọi x nên đấu của y' trùng với 
dấu của Inz. Mặt khác, theo tính chất của 
lôgarit ta có Inz >0 khi Z > 1 và Ina < 0 
khi 0 < a < I1. Bởi vậy, ta xét hai 
trường hợp : 


® Trường hợp a > Ì Hình 2. 
Trong trường hợp này ta có Inz > Ö nên y' > 0 với mọi x. Do đó hàm số đồng 
biến trên R, 


Người ta còn chứng minh được rằng lim z” =+œ và 
+x¬++œ 


hm 4Ÿ = 0. (4) 


x->—© 
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Giới hạn (4) chứng tỏ đồ thị của hàm số y = 4” có tiệm cận ngang (khi 
x — —œ) là trục hoành. 


Ta có bảng biến thiên sau ; 


Hàm số y = Z” nhận mọi giá trị thuộc khoảng (0 ; +œ). 


Hình 2.I thể hiện đồ thị của hàm số y = (“2]'. Đồ thị của các hàm số mũ với 
cơ số ø > 1 cũng có dạng tương tự. Chúng có chung các đặc điểm đáng chú ý 
sau đây : 

(1) Luôn cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng I (vì ta luôn có a°= 1); 

(i1) Nằm hoàn toàn ở phía trên của trục hoành (vì a” > 0 với mọi x). 


« Trường bợp Ö< a< Ì 


Trong trường hợp này, người ta cũng chứng minh được rằng lim 4” =+œ và 


x——» 


lim 4Ý = 0, (3) 

+—>++®© 
a) Dựa vào (5), hãy nêu kết luận 
về đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
y=a. 
b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = d” với. 
0<a<TI. 
Trên hình 2.2, đường nét liền thể hiện đồ 


tr : À8. 
thị của hàm số y = B . Dễ thấy đồ thị 


này cũng có các đặc điểm (ï) và (ii) như 
trong trường hợp z > Ì. 


Hình 2.2 


GHI NHỚ 


Hàm số y = a” 
* Có tập xác định là và tập giá trị là khoảng (0 ; +œ) ; 
* Đồng biến trên R_ khi ¿ > 1, nghịch biến trên JR khi 0 < 4< l1; 
* Có đồ thị : 
— Đi qua điểm (0; }), 


— Nằm ở phía trên trục hoành, 


— Nhận trục hoành làm tiệm cận ngang. 


Đồ thị có một trong hai dạng nêu ở hình 2.3. 


Hình 2.3 


b) Hàm số y = log„v 


Ta đã biết hàm số y = log„x có tập xác định là khoảng (0 ; +œ) và trên khoảng 


mm. ày'=( bu : 
đó nó có đạo hàm là y`= (log„x) Xing 


Tương tr hàm số mũ, để xét dấu của đạo hàm, ta xét hai trường hợp : a > 1 và 
0<a<lt. 
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Một số kết quả khảo sát hàm số y = log„x được ghi lại trong bảng sau : 


s® y'>0 với mọi x e (0; +œ) 


s Hàm số đồng biến trên (0 ; +œ) 
và nhận mọi giá trị thuộc IR 


* lim log,x=-œ (6) 
xe>0" 


*® lim logyx= +œ 


x—+œ 


s y'<0 với mọi x e (0; +) 
*® Hàm số nghịch biến trên (0 ; +œ) 
và nhận mọi giá trị thuộc IR 


*® lim log,x = + (7) 
x0" 


°® lim log„x = =% 


Các giới hạn (6) và (7) chứng tỏ rằng trong cả hai trường hợp, đồ thị của hàm 
số y = log„x đều có tiệm cận đứng (khi x —> 0”) là trục tung. 


Trên hình 2.4, đường nét liên thể 

hiện đồ thị của hàm số y = logzx 

(các hàm số lôgarit cơ số ø với a > l 

có dạng tương tự), đường nét đứt 

thể hiện đổ thị của hàm 

số y = log¡ x (các hàm số lôgarit 
2 


cơ số đ với 0 < a< I có đạng tương 
tự). Chúng có chung những đặc 
điểm đáng chú ý sau : 

() Luôn cất trục hoành tại điểm 
(1:0) (vì log„l = 0 với mọi 4) ; 


Hình 24 


(1) Nằm hoàn toàn về bên phải trục tung (vì log„v chỉ xác định khi x > 0). 


|H5] Dựa vào bảng trên, hãy lập bảng biến thiên của hàm số y = log„x trong mỗi 
trường hợp a > 1 và 0 < a < 1. Kiểm nghiệm các tính chất được nêu trong bằng đó 


qua đồ thị hình 2.5. 


GHI NHỚ 


Hàm số y = log„x 
* Có tập xác định là khoảng (0 ; +œ) và tập giá trị là R ; 
* Đồng biến trên (0 : +œ) khi  > 1, nghịch biến trên (0 ; +œ) 
khiO<a< 1; 
* Có đồ thị 

— Đi qua điểm (1 ; 0), 

— Nằm ở bên phải trục tung, 

— Nhận trục tung làm tiệm cận đứng. 
Đồ thị có một trong hai dạng nêu ở hình 2.5 (đường liên nét). 


Hình 2.5 
Nhận xét 
Nếu gọi (G) là đô thị của hàm số y = đa” 
và (Ga) là đồ thị của hàm số y = log„x thì 
(G¡) và (G›) đối xứng với nhau qua đường 
phân giác (/¡) của góc phần tư thứ nhất. 
Thật vậy, xét điểm M(p : a) bất kì, điểm 


đối xứng với M qua (/¡) là điểm ÄMf(q ; p), 
ta có (h.2.5) : 


M@; 4) e (Œ¡)© ạq=2” © p=logua 
© Mt(; p)c (G›). Hình 2.6 
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Điều đó đã chứng minh nhận xét trên. Ta cũng có thể kiểm nghiệm lại nhận 
xét này đối với hai hàm số y = logax và y = 2” (h. 2.6) bằng cách gấp tờ giấy 
theo đường (¡). 


SỰ TĂNG TRƯỞNG (HAY SUY GIẢM) MŨ 


1. Thế nào là tăng trưởng (hay suy giảm) mũ ? 


Trong bài học $4, ta đã làm quen với vấn đề lãi kép liên tục. Trong thực tế, nhiều 
hiện tượng tự nhiên, xã hội có tính chất tăng trưởng (hay suy giảm) tương tự như vấn 
đề lãi kép liên tục, chẳng hạn: vấn đề tăng trưởng dân số, vấn đề sình sôi của vi 
trùng, vấn đề phân huỷ của các chất phóng xạ,... Các vấn đề trên được gọi là vấn đề 
tăng trưởng (hay suy giảm) mũ. 


„Về thực chất, sự tăng trưởng (hay suy giảm) mũ được đặc trưng bởi một hàm số mà 
đạo hàm của nó tại mỗi điểm đều tỉ lệ với giá trị của hàm số tại điểm đó với hệ số tỉ 
lệ không đổi, tức là hàm số y = ƒ(x) thoả mãn điều kiện 


ƒ(®=Œœ) q) 


(xét trên một khoảng nào đó) trong đó & là một hằng số khác 0 nào đó. Số k được gọi 
là tỈ lệ tăng trưởng khi k > 0 và được gọi là tỉ lệ suy giảm khi k < 0. 


Ta sẽ chứng tỏ rằng hàm số y = ƒ(x) thoả mãn điều kiện (1) khi và chỉ khi nó 
có dạng 


y = CeŸ" (với C là hằng số tuỳ ý). (2) 
Thật vậy, dễ thấy hàm số y = ca. (C là hằng số) luôn thoả mãn điều kiện (1). 
Ngược lại, giả sử y = ƒ(x) là hàm số thoả mãn điều kiện (1). 


Khi đó, nếu đặt C(+x) - AI tức là ƒ(x) = cặœ«»/# thì theo (1) ta có : 
-) 


#@Œ)=€'G)e" +C@)kef" = €'G)e"Ý + ựQ) = G9. 
Từ đó suy ra c'x»# =0. Tức là €'(v) =0 (với mọi x thuộc khoảng đang xét). Vậy 
C(x) phải là một hằng số C nào đó và do đó ƒ(x) = CeT”, n 


Dễ thấy C là giá trị của hàm số ƒ tại x = 0 nên € còn được gọi là giá trị ban đầu. 
Trong công thức lãi kép liên tục thì giá trị ban đầu chính là số vốn ban đầu gửi vào 
ngân hàng (C = 4), k là lãi suất mỗi năm (# = r) và x là số năm gửi (x = N). 
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2. Chủ kỉ bán huỷ (bán rã) của chất phóng xạ 


Trong công thức {2), nếu £ < 0 thì hàm số y = ce*“ mô tả sự suy giảm mũ. Một ví dụ 
điển hình cho sự suy giảm mũ là sự phân huỷ của các chất phóng xạ. 
Giả sử có một lượng chất phóng xạ ban đầu là sạ, lượng chất phóng xạ còn lại tại 
thời điểm ¿ là 

MŒ†) = uc 
trong đó k < 0 là hệ số suy giảm (trong Vật lí, số |k| gọi là hằng số phóng xa) 
Ta đặt „ị = ưới) và 2 = u(f2) và xét tỉ số 


A..... 
Ho yeE | 
tq€ 
Kết quả đó chứng tỏ rằng tỉ số giữa hai lượng phóng xạ còn lại tại hai thời điểm 7; và 
1¡ chỉ phụ thuộc vào hiệu số /; - 7 mà thôi. Điều đó cho phép người ta đưa ra một 


khái niệm gọi là chu kỉ bán huỷ (bán rã) của chất phóng xạ, đó là khoảng thời gian 
mà lượng chất phóng xạ đó phân huỷ đi chỉ còn lại một nửa. Nói cách khác, chu kì 
bán huỷ là khoảng thời gian s = ¿2 —í¡ sao cho 

ư | 

2 =-=et, (3) 


—ln2 


~In2 : `. : 
Từ (3) ta có s = = hay k= . Như vậy, nếu biết chu kì bán huỷ của một chất 


«phóng xạ thì ta cũng tính được hệ số suy giảm của chất phóng xạ đó. Chẳng hạn, 
chu kì bán huỷ của radium là 1550 năm nên hệ số suy giảm của radiuim là 
—In2 


âu húi và hài tập 


47. Khoảng 200 năm trước, hai nhà khoa học Pháp 
là Clô-zi-ut (R. Clausius) và Cla-pay-rông 
(E. Clapeyron) đã thấy rằng áp suất p của sau g 
hơi nước (tính bằng milimét thuỷ ngân, Họi ng: 
viết tắt là mmHg) gây ra khi nó chiếm 
khoảng trống phía trên của mặt nước chứa 
trong một bình kín (h.2.7) được tính theo 
công thức 


(1273 Hình27 * 
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trong đó ¡ là nhiệt độ C của nước, z và #& là những hằng số. Cho biết 
kx=-2258.624. 

a) Tính z biết rằng khi nhiệt độ của nước là 100°C thì áp suất của hơi nước 
là 760 mmHg (tính chính xác đến hàng phân chục). 

b) Tính áp suất của hơi nước khi nhiệt độ của nước là 40°C (tính chính xác 
đến hàng phần chục). 


48. Tìm các giới hạn sau : 


49. 


50. 


Ã1. 


52. 


_e2_ 3+2 "-.—.. 
a) lmn—————— ;, b) lim 
x0 x* x0 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y=(x_— le” ; b)y=x ve“ +1; 
sy=g(et=eÌ: đ)y= 2(et+e>), 


Trong các hàm số sau đây, hàm số nào đồng biến, hàm số nào nghịch biến trên JR ? 


»-(Ÿ mm 


Vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
x 2 » 
a)y= (J2) : TH : 


Sử dụng công thức (2B) = I0log- (xem bài đọc thêm "Lôgar1 trong một số 
0 
công thức đo lường" tr.99), hãy tính gân đúng, chính xác đến hàng đơn vị, độ 


lớn (dB) của âm thanh có tỉ số + cho trong bảng sau rồi điển vào cột còn trống : 
: 0 


STT Loại âm thanh —. Độ lớn (L) 


—— 


Ngưỡng nghe 1 


I 

2 | Nhạc êm dịu 4000 
Nhạc mạnh phát ra từ loa 6.8.10Ẻ 
Tiếng máy bay phản lực 2.3.10! 


Ngưỡng đau tai 1013 


ta | | tà 
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53. Tìm các giới hạn sau : 


2 
šÿ: Í# In( + 3x) : b) lim In + xÃ) 
x0 x x0 b4 
54. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) y= (3x— 2)Inˆx; b)y= Vx? +1 InỄ; 
In? +1) 
=x, : d)y=————. 
c)y=x In EBDn )y 


55. Trong các hàm số sau đây, hàm số nào đồng biến, hàm số nào nghịch biến 
trên khoảng xác định của nó ? 


a)y= loga x ; b) y= log„x 9n S= 
_“ 33 ~ v2)` 
56. Vẽ đồ thị của các hàm số sau ; 
a)y= log s x ; b) y = loga x. 
3 
về ¿ 
.` m2, 


ƯỚC TÍNH DÂN SỐ VIỆT NAM 


Năm 2001, dân số nước ta khoảng 78 690 000 người. Theo công thức tăng trưởng 
mũ, nếu tỉ lệ tăng dân số hàng năm luôn là 1,7% thì ước tính số dân Việt Nam x năm 
sau sẽ là 78 690 000.,e *2!”* (người) = 7,869.ef017* (chục triệu người). Để phần nào 
thấy được mức độ tăng nhanh của dân số, ta xét hàm số 


Ña =1,869. 2910 


Đồ thị của hàm số y= (+) (h.2.B) cho thấy khoảng 30 năm sau (tức là khoảng 
năm 2031), dân số nước ta sẽ vào khoảng 131 triệu người, tức là tăng gấp rưỡi. 
Chính vì vậy, để đâm bảo nền kinh tế phát triển bền vững, Đảng và Nhà nước ta luôn 
quan tâm đến vấn đề dân số và kế hoạch hoá gia đình. 
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y #(chục triệu người) 


Hình 2.8a Hình 2.8h 
Đồ thị hàm số y = (x) Hình ảnh phóng to một phân của h.2.âa 


Ệ Ó HÀM SỐ LUỸ THỪA. 
_ 4 


Chúng ta đã học các hàm số : y = x, y= x”, y = = =x Ì, Đó là những trường 
hợp riêng của hàm số luỹ thừa. 

1. Khái niệm hàm số luỹ thừa 
Hàm số luỹ thừa là hàm số có dạng y = v., trong đó ø là một hằng số tuỳ ý. 
Từ các định nghĩa về luỹ thừa, ta thấy 
~ Hàm số y = x”, với n nguyên đương, xác định với mọi x e lR. 
— Hàm số y = +”, với ¡ nguyên âm hoặc n = 0, xác định với mọi x z 0. 


— Hàm số y = x”, với œ không nguyên, có tập xác định là tập các số 
thực dương. 

Người ta chứng minh được rằng hàm số luỹ thừa liên tục trên tập xác định 
của nó. 
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8- GT12-NC 


CHÚ Ý 
1 

Theo định nghĩa, đẳng thức tÍy =x” chỉ xảy ra nếu x > 0. Do đó, 
1 

hàm số y= x” không đồng nhất với hàm số y = Ñx (@nce ÑÌ). 

Chẳng hạn, hàm số 

y= ŸÍx là hàm số căn bậc ba, xác định với mọi x e R ; còn hầm số 
b 

luỹ thừa y = xỶ chỉ xác định với mọi x > 0. 


2. Đạo hàm của hàm số luỹ thừa 
Với n là số nguyên lớn hơn 1, ta đã có công thức (x”)' = nh} với mọi x c IR. 


Tương tự, ta có công thức đạo bàm của hàm số luỹ thừa với số mũ thực 
sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


a) Hàm số luỹ thừa y =, x (với z c R) có đạo hàm tại mọi 
điểm x > 0 và 


(xZ ] =xY TT, 
b) Nếu hàm số  = (x) nhận giá trị dương và có đạo hàm trên .J 
thì hàm số y= “(x) cũng có đạo hàm trên / và 


(““œ)= au5"}(x)w'(x). 


Chứng mình 


a) Với mọi x > 0, ta có 


(‹“} = (s"” ] = elIn+° (nx“} =x" (zInx)'= đxZ.= = AT , 


b) Kết luận này suy ra từ a) và quy tắc đạo hàm của hàm số hợp. ñ 
Vị dụ I 
a) @”.ny' = G Y +x œ9 


TU— TL 3 TL— 
=1x" !#Œ+x xin =x” !£(t+xÌnm). 


H15 


b) |tm+)" Ï| =(1+ ⁄2) (Inx}'?dazỷ=(1+ 42) (Inx}. 


[H1| Chứng minh rằng với n nguyên và n < 1 ta có (x”)' = nx"”Ỷ với mọi x # Ô. 


CHÚ Ÿ 


a) Áp dụng định lí trên, ta đễ dàng chứng minh công thức đạo hàm 


của hàm số căn bậc ø sau đây : 


(} r LỤ = 


(với mọi x > 0 nếu  chẵn, với mọi x # 0 nếu ø lẻ). 


b) Nếu  = „(x) là hàm số có đạo hàm trên . và thoả mãn điều kiện 


u(x) > 0 với mọi x c j khi n chẵn, (x) # 0 với mọi x e€ khi né 


lẻ thì 
tw(x) Ì' HÀ G2) An 
(t (3) = ——ễ (với mọi x c J). 
n? u“"(x) 
idu1⁄2/W8n 7e c2 j2 c0 


3Ÿ(sin 3x)2 : Ÿsin? 3x 


[H2] Tìm đạo hàm của hàm số y = \e2 +], 


4. Vài nét về sự biến thiên và đỏ thị của hàm số luỹ thừa 


116 


Ở đây, ta chỉ xét các hàm số luỹ thừa 
đạng y = x” với œ # 0 và với tập xác 
định là (0 ; +œ). 


& x 2 , Ẵa—~ 
Từ công thức 7] = ứØ } t SUy 


ra hàm số y= x đồng biến trên khoảng 
(0 ; +) nếu ø > 0 và nghịch biến trên 
khoảng (0; +œ) nếu z< 0. Hình 2.9 thể 
hiện đồ thị của một số hàm số luỹ thừa 
trên khoảng (Ô ; +©œ). Hình 2.9 


~Ị— 


Nhận xét. Do 1 = 1 với mọi ứ nên đồ thị của mọi hàm số luỹ thừa đều đi qua 
điểm (1 ; 1). 


Gâu hói và bài tập 

Š7. Trên hình 2.10 cho hai đường cong (C)) 
(đường nét liền) và (Ca) (đường nét đứt) 
được vẽ trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 


Biết rằng mỗi đường cong. ấy là đồ 
thị của một trong hai hàm số luỹ thừa 


1 

y=+” và y=x2 (x >0). Chỉ dựa 
vào tính chất của luỹ thừa, có thể nhận 
biết đường cong nào là đồ thị của hàm số 
nào được không ? Hãy nêu rõ lập luận. 


Hình 2.10 


58. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y=(2x+ L)” ; b) y= Nin Ấy ; 


l+z xY*aÝ 
c)y= Ủ 5 h 2= |) B vớiz>0, b>0, 
—XY 


Luyện lập 


59. Tính giá trị gần đúng đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm đã cho (chính xác 
đến hàng phần trăm) : 


=1 : "¬-—. b .c bú 
a)y= 08:(sin x) tại x= 2 ; )y= — tạix= : 


* 
60. a) Chứng minh rằng đồ thị của hai hàm số y= #” và y = B đối xứng với 


nhau qua trực tung (h.2.2 với a = 2 ). 
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b) Chứng minh rằng đồ thị của hai hàm số y = log„x và y = log¡ x đối xứng 


với nhau qua trục hoành (h.2.4 với a = 2 ). 


61. Vẽ đô thị của hàm số y = logo sv. Dựa vào đồ thị, hãy giải các bất phương 
trình sau : 


a) logo sx >0; b) —3 <logạ „x < —]. 


62. Vẽ đồ thị của hàm số y = (M}. Dựa vào đồ thị, bãy giải các bất phương 


trình sau : 


a) (} <l; b) (} >3, 


N PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARITT 


Trên thực tế, nhiều bài toán dẫn đến việc giải phương trình dạng ø” = m hoặc 


log„x = 7m, trong đó z và a là những số cho trước với 0 < a # 1. Đó là những 
dạng đơn giản của phương trình mũ và phương trình lôgaril. 


Trong bài này, ta vẫn giả thiết 2 là một số cho trước, dương và khác 1. 


I. Phương trình cơ bản 


e Phương trình mũ cơ bẩn có dạng đ” = m, 
trong đó mm là số đã cho. Phương trình này 
xác định với mọi x, 


Dễ thấy rằng khi m < 0, đường thẳng y = m 
không cắt đồ thị hàm số y= 2”; còn khi m > 0, 
đường thẳng y = m luôn cắt đồ thị hàm số 
y=z' tại đúng một điểm (h.2.I1). Do đó 


logạm — *X 


Hình 2.1] 
II8 


Nếu z < 0 thì phương trình ø” = mm vô nghiệm ; 


Nếu m > 0 thì phương trình 2” = m có một nghiệm duy nhất 
x=log„mi. Nói cách khác, 


Vm e (;+œ), đÝ=m © x =logm. 


Ví dụ 1.a) 3”“=9 <> x=logy9©> x=2; 
b)10=1 @ x=logl œ x=Ô0. 
IH1Ì Giải các phương trình sau h 


a)2”=8 ; b) e =5. 


® Phương trình lôgarit cơ bản có 
đạng log„x = mi, trong đó m là số 
đã cho. Điều kiện xác định của 
phương trình này là x > 0. 


Dê thấy đường thẳng y = m luôn 


cắt đồ thị hàm số y = log„x tại 
đúng một điểm (h.2.12). Đo đó Hình 2.12 


Với mỗi giá trị tuỳ ý của zr, phương trình log„x = m luôn có 
một nghiệm duy nhất x = a”. Nói cách khác, 


Vm e (—œ; +oœ),Ï0g,x =1 © x=4”. 


1 
Vị dụ 2. log;x=2 ©=x=22 = V2 ; 


Inx=0«©©> x= eỦ œx=1, 


|H2l Giải các phương trình sau : 
a) logyx= logx5 ; b) logx = -4. 
Từ đó hãy cho biết nghiệm của phương trình log„x = log„p, (p > 0). 
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2. 
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Một số phương pháp giải phương trình mũ và lôgarit 
a) Phương pháp đưa về cùng cơ số 
Trong bài trước, ta đã biết các tính chất : 
0 a#=a” œ a=8; 
(1) Nếu z >0, /Ø >0ì logyø = log„8  ø= 8. 
Các tính chất đó cho phép ta giải một số dạng phương trình mũ (hoặc phương 


trình lôgarit) bằng cách đưa các luỹ thừa (hoặc các lôgarit) trong phương trình 
về luỹ thừa (hoặc lôgarit) với cùng một cơ số. Sau đây là một số ví dụ. 


Ví dụ 3. Giải phương trình 
g + _—ag+l () 
Giải 
Nhận xét rằng ta có thể đưa hai vế của phương trình vẻ luỹ thừa của cùng cơ 
số 3. 
ạrrÌ = kWo su là) và 223? Ũ = 232x+) 
Do đó 
@) ©3212-4122? « 2x+1)=3(2x + 1) 


1 
© —4x-]=0<>x=_—-—- 


" 
Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = ¬ 
Ví dụ 4. Giải phương trình 
lop; = logi(x? — x — ]). (2) 


2 
Giai 
Điều kiện xác định của phương trình (2) là x > 0 và x=x~1>0. 
Với điều kiện đó, do loga.L = log; x nên phương trình đã cho tương đương 
li : 
với phương trình 


dogi x = logi(x2 — x1) hay x=x2—x— 1. 
2 2 


Bởi vậy, ta có thể viết 


x>Ũ0 
3 x>Ũ x>0 

(2) ©Ằ© 4x -x-l1>0 «6 : c© 2 

2 =xX T-X-Ï x- 2x-!1=0 
x=x -=x-] 
x>0 
<< «©® x=l+42. 

x=l+A/2 hoặc x =1— V2 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = Ì + V?. 
[H3] Một bạn giải phương trình log„x? = logaŠ như sau : Vĩ logux” =logax nên 
loguxˆ = log;5 «© logax=l0og;5 ©® x=Š. 
Lời giải đó đúng hay sai ? 
Ví dụ 5. Giải phương trình 
logz(x + 12). log„2 = 1. @G) 
Giải 
Để vế trái của (3) có nghĩa, ta phải có x + 12 > 0 và 0<x #z 1. Vậy điều kiện 


xác định của phương trình (3) là 0< x z 1. 


Khi đó, logax # Ú và log,2= — , thành thử với điều kiện 0 < x # 1, ta có 


log; 

1 1L — = 2 _:v2 
@4)< 2 10g2(x + 12). Etzz =1 © log;(+x+ l2) =logaX © x+12=vx. 
Do đó, ta có thể viết 


Z7... 


: Ằ© x=4. 
O<x#zl 0<x#zl 


0<x#z#l 
Vậy phương trình (3) có nghiệm duy nhất x = 4. n 


Đưa về cùng cơ số là phương pháp rất hay dùng khi giải các phương trình mũ 
và phương trình lôgarit. Nó thường được dùng kết hợp với các phương pháp 
khác mà ta sẽ nêu dưới đây. 


b) Phương pháp đặt ẩn phụ 
Ví dụ 6. Giải phương trình 3?* *”= 3**2 + 2, 
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Giải 
2 
Ta có thể viết 32**3 =4, 33? ~ 3, 22đ+2)_ 3(32) : 


x+2 


Vì vậy, nếu đặt y= 3ˆ “ (với y > 0) thì phương trình đã cho có đạng +y? =y+2, 


2 
hay 3y” — y — 2= 0. Phương trình này có hai nghiệm y = 1 và y = —5 „ nhưng 
chỉ có y = I là thích hợp. Do đó 


3+5_-x+2 x+2 


+2{©<3 =]l <đẰ x+2=Ũ <{đ>x=-2. 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = — 2. 


Giải phương trình 2*~! + 2*”? +2*~3 = 448 bằng cách đặt Ẩn phụ y = 2ˆ}. 


4 


Ví dụ 7. Xét phương trình ————— + ————— 
F log› 2x log; x? 


=3. (4) 


Dê thấy điều kiện xác định của phương trình là x >0, x # 3 và x z 1, Với 
điều kiện đó, ta có 


6 4 


kh ng I+logax ` 2logạx sẽ 


@) 
[HB| Giải phương trình (5) bằng cách đặt y = log; x rồi kết luận về tập nghiệm 
của (4). 
c) Phương pháp lôgarit hoá 
Tính chất (") đã nêu còn cho phép giải phương trình có bai vế luôn đương 
bằng cách lấy lôgarit hai vế (theo cùng một cơ số thích hợp nào đó). Việc làm 
đó gọi là iôgarit hoá hai vế của phương trình. 
2 h 
Ví dụ 8. Giải phương trình 3Ý Í2* = §.4*”?, 
Giải 
Dễ thấy hai vế của phương trình xác định với mọi x và luôn nhận giá trị 
đương. Do đó có thể Iôgarit hoá hai vế theo cơ số 2. Ta có 
2, 
31-121 =8.41”? œ (x— I)logz3 + x” = loga8 + (x — 2)loga4 
« +x7—(2— loga3)x + ! — loga3 =0. 


Phương trình bậc hai cuối cùng có hai nghiệm là x = Ï và x sỉ — logs3. Đó 
cũng là hai nghiệm của phương trình đã cho. LH 

Lôgarit hoá là phương pháp khá thông dụng trong việc giải phương trình mũ. 
Khi lôgarit hoá, ta cần khếo chọn cơ số để lời giải được gọn. 

Bằng phương pháp lôgarft hoá, giải phương trình 2*.5* =0,2.(101"ÿ, 

d) Phương pháp sử dụng tính đồng biến hay nghịch biến của hàm số 

Ví dụ 9. Giải phương trình 2”= 2 — log¿x. 

Giải 

Dễ thấy x = I là một nghiệm của phương trình đã cho. Ta sẽ chứng minh rằng 
phương trình không còn nghiệm nào khác. 

Thật vậy, điều kiện xác định của phương trình là x > 0, tức là x e (0; +œ). 


Trên khoảng đó, hàm số y = 2” đồng biến trong khi hàm số y = 2 - logax 
nghịch biến. 


Ta xét hai trường hợp : 


— Nếu x > 1 thì logax >0 và 2” >2. Do đó 2 — logạx < 2< 2”. Điều đó chứng 
tỏ trên khoảng (Ï ; + œ), không có giá trị nào của x là nghiệm của phương 
trình đã cho. 


~ Nếu 0< x < I thì logax <0 và 2” <2. Do đó 2 - logạx >2 > 2”. Điều đó 
chứng tỏ trên khoảng (0 ; l), không có giá trị nào của x là nghiệm của phương 
trình đã cho. 


Tóm lại, phương trình đã cho cố nghiệm duy nhất x = 1. 


bâu hói và bài tập 
63. Giải các phương trình sau : 
3) (2+ v3)#=2- V3; B2 SE đ 
e2.3/1!-6,3*!1-3⁄=0; d) loga(3* + 8) =2 +x. 
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64. Giải các phương trình sau : 
a) log;lx(x— 1)]= 1l; b) logax + logz(xT— L) = I. 

6Š. Trên mặt mỗi chiếc rađiô đều có các vạch chia để người sử dụng dễ dàng chọn 
đúng sống rađiô cần tìm. Biết rằng vạch chia ở vị trí cách vạch tận cùng bên 
trái một khoảng ở (cm) thì ứng với tân số F = kz” (kH2), trong đó & và ø là hai 
hằng số được chọn sao cho vạch tận cùng bên trái ứng với tần số 53 kHz, vạch 
tận cùng bên phải ứng với tần số 160 kHz và hai vạch này cách nhau 12 em. 


120 140 1ó0 


a) Hãy tính Èkvà z (tính 2 chính xác đến hàng phân nghìn). 
b) Giả sử đã cho Ƒ, hãy giải phương trình kø”= Ƒ'với ẩn đ. 


c) Áp dụng kết quả của b), hãy điền vào ô trống trong bảng san (kết quả tính 
chính xác đến hàng phần trăm) 


F | 53 | 60 | 80 | 10 | 120 | 140 — 


d— | | 


66. Giải các phương trình sau : 


a)2**1, 4 =200 ; b) 0,125. 4272 = (4/2). 
67. Giải các phương trình sau : 
a) log2x + logux = logy v3; b) log s *x. logax. logox = 8. 
z 


68. Giải các phương trình sau : 
a) 3*”Ì+ 18.3 * =20; 


x% 
b) 27Ï + 12” = 2.8”, (Hướng dẫn : Chia cả hai vế cho 2** rồi đặt ¡ = l) } 


69. Giải các phương trình sau : 
logyx  logsgá4x - 
logu2x — logig8x ' 


A) log — 20log 'x +1=0; b) 


€©) logoy27 — logay3 + logo243 = 0. 
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70. Giải các phương trình sau : 


a) 3 = 4` ; b) 32 !°#3* =§Ịx; 
Ea 
c) 3”. 8” =36; d) xổ.S 8x = g3, 
71. Giải các phương trình sau : 
4)27=3-—x b) logzx = 3 —x. 
N HỆ PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARIT 


mng ———— 


Khi giải hệ phương trình mũ và lôgarit, ta cũng dùng các phương pháp giải hệ 
phương trình đã học như phương pháp thế, phương pháp cộng đại số, phương 
pháp đặt ẩn phụ, .... 
Trong phần này, ta chỉ xét một vài ví dụ đơn giản. 
Ví dụ l. Xét hệ phương trình 

21923. <5 

() 
2Y9A) =0, 


Đặt  = 2Ý!” và y = 3” (u > Ö, y > 0), ta có hệ phương trình 
H+y=5 
2 
Ñ =6. ve 
Dễ thấy hệ (2) có hai nghiệm là (w ; v) = (2; 3) và (w ; 9) = (3 ; 2). Các giá trị 
này đều thoả mãn điều kiện ¿ > 0 và v > 0. Do đó, ta phải giải hai hệ phương 


trình sau : 
21 _= 2 
(3) 
3 =4, 
2xty = 3 
(4) 
3” =2. 
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+y=l =0 
HH C @ìy. S: .e 
y=l y=l. 


|H†| Tiếp tục giải hệ (4) và kết luận vẻ nghiệm của hệ (1). 


Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 


22x-y sỆ 2x = 2lty 
@5) 
log+ x.(logx y — l) = 4. 
Giải 
Trước hết, ta xét phương trình thứ nhất trong hệ (5) : 
023. 940-9200 ð (6) 


Nhan hai vẽ của phương trình (6) với 2ˆ”, ta được phương trình 22Œ-Y)+2*-Y =2, 
Đặt 2”“” =7 (>0), ta được phương trình ?+r-2=0; phương trình này có 
hai nghiệm là / = 1 và 7 = ~2, trong đó chỉ có nghiệm r = I là thích hợp. Vậy 


(6) ©œ 2Ï” =1 œ& x-y=0 @œ x=y. 
Đem kết quả này thế vào phương trình thứ hai của hệ (5), ta được 


(is; #.S* ) logạx =4 <© (ogax)” - 2logax - 8 =0 


2 

logx x = ~2 x=27? —. 
c©> c© 4 

log›a x = 4 x=?2 lá? 


Kết luận : Hệ (5) có hai nghiệm là (x ; y) = l2 ' 3] và (x; y) = (16 ; l6). 


|H2Ì Giái hệ phương trình ỗ : 
log“ x + log“ y = 2. 


âu hỏi và hài tập 
Giải các hệ phương trình (bài 72 và bài 273) : 
h y b) | M 


log„x + log¿ y = 1+ log,9; 4? “+.4đ. 2 s05, 


13 ) 32 = 1152 b) x =y e3 
.a 
log s(x+y)=2; log;(x + y) — logs(x - y) = L. 


72.a 


Luyện tập 
Giải các phương trình (từ bài 74 đến bài 78) : 
T4. a) loga(3 — x) + loga(1 — x) = 3; b) loga(9 — 2) = 10986). 
c) 718% _slegztl ~a siegx-Í _13,296x1. q6 +6?! =22+2 1l 292 


25. a) loga(3* — 1).loga(3 ?”~3)=12 : — b) log,¡4 =l+loga(x-— l); 


l l 
Ị - \ — 
e) 5 Jloga(-*) = log› | v2 : đ) n sộ „ HIẾN SIẾC Xa 
S1 ¬ S1 : 
76.a) 4 * +6 x =9 xa bị4??*t g0. -2.4)85- 2= le 
2 x 
c) 34jÌ0g;+x —logz8x+ 1 =0; đ) log1 (4x) + logz“— =8. 
2 
3 
77 a) ¬sinỶx đ: 4.2092 _ 6: b) [ hấu g2 0E 2 Ta sa can: A}, 


78. a) [] =x+4; b) lsnS) + [:s;) =. 


79. Giải các hệ phương trình : 
32+ 2.3 = 2,75 logs x + logs 7.logz y = L + logs2 
a) b : 
2Z_—3 = -0,75; 3 + log¿ y = log; 5( + 3loga x). 
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§ Q) BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARTT 


e Khi giải các bất phương trình mũ và bất phương trình lôgarit, cần nhớ 
rằng các hàm số y = đ` và y = logx đồng biến khi đ > 1 và nghịch biến khi 
0<a <T†. 

Sau đây, ta xét một số ví dụ đơn giản. 

Ví dụ 1. Giải các bất phương trình sau : 

Dì)/20306-V,nbli CT0. 2Á4005.. s2 uc b) 9” <2.3/+3, 

Giải 

a) Ta biến đổi bất phương trình đã cho như sau : 

sẽ, t9, 34. at _ s£+2 > 5 ha(] i20) <$7 5 vị —8) 


„V 
c_3.2125 4.5/11 s3 c5 B <1 


5 
Kết luận : Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là S = (0 ; +). 


% 
«&> x >0 (do tính nghịch biến của hầm số y = B }. 


b) Do 9“ = (3ý nên khi đặt ¿ = 3”, ta được bất phương trình ?ˆ— 2¡— 3< 0. 
Bất phương trình này có nghiệm là —1 < ¿ < 3 nên 


X X x 37 >1 * 

Ø<2T+3_-l<3 <3 < ©3<3€Ềx<l] 
3*“<3' 

(đo 3Ý > 0 > —1 với mọi x và tính đồng biến của hàm số y = 3”). 


Vậy bất phương trình đã cho có tập nghiệm là (—œ ; l). 


|H†| Giải bất phương trình 5” * Ì x SẼ + 4. 


œ© Đối với các bất phương trình lôgarit, ta phải đặc biệt chú ý đến điều kiện 
xác định của bất phương trình. 
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Ví dụ 2. Giải bất phương trình 
loggs(4x + 11) < logo s(x” + 6x + 8). () 
Giải 
Điều kiện xác định của bất phương trình (1) là 4x + II >0 và x” +6x+8 >0. 
Với điều kiện đó, do tính nghịch biến của hàm số lôgarit cơ số 0,5, bất 
phương trình (1) tương đương với 4x + 11 > xŸ + 6x + 8. Bởi vậy, ta có thể viết 
4x+lI>ÔÕ 


() © 4x?°+6x+8>0 


xh+6x+8§>0 
4x+1l>x2+6x+8. 


4x+ll>x”+6x+8 
Giải từng bất phương trình : 
x+6r+8 >0 ©œx<-4 hoặc x >-— 2; 
4x+1l>x2+6x+8 @ x'+2x—-3<0 ©œ -3<x<l. 


Các giá trị của x thoả mãn đồng thời cả hai bất phương trình trên là x e (—2; 1). 


4 ¬3 -2 l 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình (1) là § = (—2 ; 1). 


[H2] Giải bất phương trình logi (x + 1) > loga(2 — x). 
3 


Câu hỏi và hài tập 
Giải các bất phương trình sau : 
80. a)2) “>1; b) l6 >0,125. 
81. a)iogs(3x— L) <1; b) logy(Sx— >0; 
3 
€) Ìogp sˆ ~ 5x +6) >~ 1; d)logạÌ= 2# <0. 


9- GT2NC-A 129 


82. a) logas x + logosx—2<Ô; b)2' +2 *!_—4<0.' 
83. a) logay(x” + x— 2) > logo + 3); 
b) log,(x” — 6x + 5) + 2loga(2 — x) > Ú. 
3 


bâu hủi và bài tập ôn tập chương II 


84. So sánh p và ạ, biết : 


SẶn nay 

Ý l) >] 
P là 
c)0,25 ‹lš) ` 


85. Cho x < 0. Chứng minh rằng 


`... 
1+2 
86. Tính 
23/- 5l 4 
— o2log;4+4logs.2 . _ q .Nđ.Vvd : 
a)A=9“”% 812. sáo ng | 3 ÉP J 
c)C = logs logs { ÿ...W5.. 
"— 


n dấu căn 
87. Chứng minh rằng log;3 > loga4. 


88. Gọi c là cạnh huyền, ø và b là hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông. 
Chứng minh rằng 


logy,„2+log,_g 4 = 2logp.„ 4.Ì0g,_p 4. 
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§9. Chứng mình rằng hàm số y = Ín 


TP" thoả mãn hệ thức xy' + 1 = £”. 


* 
2 
90. Giả sử đồ thị (G) của hàm số y = n ) cắt trục tung tại điểm A và tiếp tuyến 


của (G) tại A cắt trục hoành tại điểm Ö. Tính giá trị gần đúng của diện tích của 
tam giác OÁB (chính xác đến hàng phần nghìn). 


91. Kí hiệu M là một điểm thuộc đồ thị của hàm số y = log„x. Trong hai khẳng 
định a > 1 và 0 < 2 < 1, khẳng định nào đúng trong mỗi trường hợp sau ? 


Vì sao 2 : 
a) M có toạ độ (0,5 ; —7) ; b) ẤM có toạ độ (0,5; 7); 
©) M có toa độ(3 ; 5,2) ; d) M có toạ độ (3 ; — 5,2). 


92, Các loài cây xanh trong quá trình quang hợp sẽ nhận được một lượng nhỏ 
cacbon l4 (một đồng vị của cacbon). Khi một bộ phận của một cái cây nào đó 
bị chết thì hiện tượng quang hợp cũng ngưng và nó sẽ không nhận thêm 
cacbon l4 nữa. Lượng cacbon 14 của bộ phận đó sẽ phân huỷ một cách chậm 
chạp, chuyển hoá thành nitơ 14, Biết rằng nếu gọi PŒ) là số phần trăm 
cacbon 14 còn lại trong một bộ phận của một cái cây sinh trưởng từ ? năm 
trước đây thì P() được tính theo công thức 


f 


P0) = 100.(0,5)579 (%). 


Phân tích một mẩu gỗ từ một công trình kiến trúc cổ, người ta thấy lượng 
cacbon 14 còn lại trong mẩu gỗ đó là 65%. Hãy xác định niên đại của công 
trình kiến trúc đó. 


93, Giải các phương trình : 


x+Š x+l7 
a) 327 =0,25.128 7 ; b) 5 L=10#,2-* 41, 
c) 4* _3x-95 " 4z+05 _22x : đ) K?abdu -4. 22x+Š + 28 = 2log; X2. 
94. Giải các phương trình : 


a) lOE› ( logậ „ x—3lOgBos x + $Ì =2; b)logz(4.3”—6)— loga(9 - 6) =1; 
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1 
c)l— 2 log(2x - 1= Z logÉx~ 9), đ) gl08;(x~ 2)— riêu log, V3x ~ S. 
8 
95. Giải phương trình 
4-3 =1. 
96. Giải các hệ phương trình : 


â) 1logx -log4 _ 


—- y+F 
log y — log3 


3”.log; x = 2log; x + 3”. 


, 


log›a(x — y) = 5 — log;(+x + y) Í2log x-3 =15 
b : 


97. Giải các bất phương trình : 
a) 


I-log,x _ l, 


Rei x+1 —_ xÌ»>_2- 
I+logzx ` 2 ` b) log ¡ (6 36")> s 


v5 


c) logi@œŸ — 6x + 18) + 2logz(x - 4) < 0. 
§ 


Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


98. Giá trị biểu thức log; 36 — loga 144 bằng 


(A)-4: (B)4; (-2; (D)2. 
99. Biếtlog, v2 = 2 thì log„ 2 bằng 
(A)36 ; (B) 108; (C6; (D) 4. 


100.Tập các số x thoả mãn logo ¿(+ — 4) + I > 0 là 
(A) (4;+x;);  (B)(4;6,5J;, (QC œ;6,5); (D) |6,5;+œ). 


2 4x 3 2-x 
101.Tập các số x thoả mãn l3] < B là 


2 2 s) 2`. 
(A) & Í ®) |-šz+e): (Œ (|: (D) ls2]: 


132 


102.Giá trị biểu thức 3logg; 0°“ bằng 


(A) 0,8; (B) 7,2; (Q)—72; (D) 72. 
103.Giá trị biểu thức (0,5)log¿ 25 + log; (1,6) bằng 
(A)1; (@®)2; (O3; (D) 5. 


log; 240 _ log;l5 


104.Giá trị biểu thức li y7 0S? + loga ! bằng 
(A) 4; (B)3; (O1; @®)-8. 
2x-l 3 2—x 
105.Tập các số x thoả mãn B < l] là 
(A)I3;+s);  (B)Cœ;l1]; (O[I;+s);, (D)@Œœ;-—Ằœ), 
106. Đối với hàm số f{z) = e°°*?”", ta có 
< kỳ. J 
( 1H = vÄe ; (D) r{š =-3e. 
107. Đối với hàm số y = In— : ï „ ta có 
(A) xy+l= e; (B) xy+l=-e ; 
(CO xy-1= £; (D) xy—1=-. 


108. Trên hình 2.13, đồ thị của ba hàm số 
y=a `.y=b vày=c” 
(a, b và c là ba số dương khác 1 cho trước) 
được vẽ trong cùng một mặt phẳng toạ độ. 
Dựa vào đồ thị và các tính chất của luỹ 
thừa, hãy so sánh ba số 2, b và c. 


(A) a>b»ec; (B)a>c>b; 
(Œ)c>b>a;, (D)b>c>a. 


Hình 2.13 
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109. Trên hình 2.14, đồ thị của ba hàm số 


y=logrx,y=logyx và y = log.v 
(a4, b và c là ba số dương khác I cho trước) được vẽ trong cùng một mặt 
phẳng toạ độ. Dựa vào đồ thị và các tính chất của lógarit, hãy so sánh ba số 4, 
bvàc. 
(ÀA) a>b>»>ec h (B)c>a>b; 
() b>ư>c ạ (D)c>b>a. 


110. Phương trình log› 4x ~ log, 2 = 3 


2 
có bao nhiêu nghiệm 2? 
(A) I nghiệm ; (B) 2 nghiệm ; 
(C) 3 nghiệm ; (D) Vô nghiệm. 


Hình 2.14 
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Trong chương này, chúng ta sẽ làm quen với khái 
niệm nguyên hàm và tích phân. Đây là hai khái 
niệm cơ bản, rất quan trọng của giải tích, có liên hệ 
mật thiết với khái niệm đạo hàm. Phép tính tích phân 
cho chúng ta một phương pháp tổng quát để tính 
diện tích của những hình phảng và thể tích của 
những vật thể có hình dạng phức tạp. Phép tính tích 
phân được xem là một trong những thành tựu quan 
trọng nhất của toán học. : 
Học sinh cần rèn luyện ki năng tìm nguyên hàm, tính 
tích phân và biết áp dụng tích phân để tính diện tích 
một số hình phẳng và thể tích một số vật thể. 


Š 


NGUYÊN HÀM 


mang — 


1. 
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Khái niệm nguyên hàm 

Bài toán mở đầu. Vận tốc của một viên đạn được bắn lên theo phương thắng 

đứng tại thời điểm ¿ là v (7) = 160 — 9,8 (m/S) (coi ¿ = 0 là thời điểm viên đạn 

được bắn lên). Tính quãng đường đi được của viên đạn kể từ khi bắn lên cho 

đến thời điểm í. 

Gọi s() là quãng đường đi được của viên đạn sau khi bắn được ¿ giây. 

Ta đã biết vữ) = s0). Do đó ta phải tìm hàm số s = s() thoả mãn điều kiện : 

#0) = 160 — 9/8. 

Nhiều vấn đề của khoa học và kĩ thuật đã dẫn tới bài toán sau đây : 

Cho hàm số ƒ xác định trên K, ở đó K là một khoảng, một đoạn hoặc một nửa 

khoảng nào đó. Hãy tìm hàm số F sao cho F +) = Ñv) với mọi x thuộc K. 
ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số ƒ xác định trên K. Hàm số # được gọi là nguyên hàm 
của ƒ trên K. nếu #'(+) =ƒ(+) với mọi x thuộc K. 


CHÚ Ý 
1) Trong trường hợp K =([a; b], các đẳng thức F!{2) = ƒ(2), 
F'\{b) = ƒ(b) được hiểu là 


lim F(y) - F(a) 


x>aT —g 


F@)T— F(b) _ 
SE TRE 


= ƒ(a) và lim 
xb" 


2) Cho hai hàm số ƒ và # liên tục trên đoạn [đ; ö]. Nếu # là nguyên 
hàm của ƒ trên khoảng (2; 6) thì có thể chứng minh được rằng 
F(a) = ƒ(a)và F (b) = ƒ(b), do đó F cũng là nguyên hàm của ƒ 
'trên đoạn [ø ; b]. 


Ví dụ 1 


3 
a) Hàm số Ƒ(+x) — ® là nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = xŸ 


trên R vì 
3 + 
Š) = x2 với mọi x c R. 
b) Hàm số # (x) = tanx là nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = trên khoảng 


cos” x 


_ vì (tanx) = : VỚI mỌI x € ho 
ý ÁP” ¡„. : 5 S0 ll) 


c) Hàm số Ƒ(x) = 2>) là nguyên hàm của hàm số ƒ(z) = ⁄x trên nửa 


khoảng [Õ ; +©)vì #'{x) = 'x với mọi x e (0;+œ) và cả hai hàm số ƒ và Ƒ 
đều liên tục trên [D;+œ). 


[H1] các ham số Fj(x) = —2cos2x và F;(x)=—2cos2x+2 là những nguyên 
hàm của hàm số nào ? 


ĐỊNH LÍ 1 


Giả sử hàm số Ƒ_ là một nguyên hàm của hàm số ƒ trên K. 
Khi đó 

a) Với mỗi hằng số C, hàm số y = F(x) + € cũng là một 
nguyên hàm của ƒ trên K. 

b) Ngược lại, với mỗi nguyên hàm G của ƒ trên K thì tồn tại 
một hằng số € sao cho Ở (x) = Ƒ (x) + với mọi x thuộc K. 


Chứng minh 

a) Giá sử Ở (x) = # (x) +C. Khi đó G'(x) = F 'œ) =ƒG). 

b) Đặt Œœ) = G(@)—F (x), ta có H'œ) = G'œ) —F'@) = ƒ@) —ƒ@) = 0 với 
mọi xe K. Vậy H là hàm số không đổi trên K, tức là (+) = C với € là một 
hằng số. Suy ra G(x) = F(+) + với mọi x e K. li 
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Ví dụ 2. Tìm nguyên hàm Ƒ của hàm số ƒ(x) = 3x7 trên IR thoả mãn điều 
kiện (1) = —1. 

Giải. Dễ thấy y = x là một nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = 3x2 nên nguyên 
hàm # cân tìm có dạng F(+) = xŸ + €. 

Vì (1) =~—I nên 1 +C =~l, suy ra C =~2. Vậy # (x) = x) —2. 

e Từ định lí ! ta thấy nếu # là một nguyên hàm của ƒ trên K thì mọi nguyên 


hàm của ƒ trên K đều có đạng #(x) + € với Ce<l. Vậy F(x)+(Œ, Ce 
là họ tất cả các nguyền hàm của ƒ trên K. 


Họ tất cả các nguyên hàm của ƒ trên K được kí hiệu là | ƒ(x)dx. Vậy 
[ƒZ@œ0dx = F@œ) +C,CeR. 
Người ta cũng dùng kí hiệu | ƒ(x)dx để chỉ một nguyên hàm bất kì của ƒ. 
Vậy 
([#@x)'= 70. 
(Về kí hiệu | ƒ(x)dx xem bài Em có biết : "Nguồn gốc của kí hiệu nguyên 
hàm và tích phân” tr, 157). 


e Người ta đã chứng minh được rằng : Mọi hàm số liên tục trên K đều có 
nguyên hàm trên K. 


e Từ đây, trong các bài toán về nguyên hàm của một hàm số, nếu không nói gì 
thêm, ta luôn giả thiết rằng hàm số đó là liên tục và nguyên hàm của nó được 
xét trên mỗi khoảng (nửa khoảng, đoạn) xác định của hàm số đó. 


2. Nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 


Bài toán tìm nguyên hầm là bài toán ngược với bài toán tìm đạo hàm. Việc 
tìm nguyên hàm của một hàm số thường được đưa về tìm nguyên hàm của các 
hàm số đơn giản hơn. Sau đây là nguyên hàm của một số hàm số đơn giản 
thường gặp. 
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Ù) Í0ax = : Jax= Jldx =x+C; 


| 
xử? 


2) “ax=—r+t€ (œ #-1); 


3) J = Intxl +€ ; 


4) Với & là hàng số khác 0 


d) Ja*dv =„— 


1 


cos“ * 


+C€C (0<a#z]); 


lna 


5)a) [ dy =tanx+C; 


b) = dx =-cotx +€, 
SH] xX 


Ta dễ dàng chứng minh các công thức trên bằng cách tính đạo hàm vế phải. 
Chẳng hạn, vì (“E) = coskx nên ta có công thức 4) b). 


Ví dụ 3 
a) Jax'4 = BI +C. 
5 È 
Ï 


s1"l 


3 
: 3 
.. ĐÀ 
xảy = [x dv = T  nn: x`+C. 
3 


] 


| 
+ 


sin— 
c) [osz dx = 2 =2sinŸ +€. 
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|H2j Tìm a) [&: b) |sin2xdr. 
* 


Một số tính chất cơ bản của nguyên hàm 
ĐỊNH LÍ 2 
Nếu ƒ, g là hai hàm số liên tục trên K thì 
8) |[ƒ(1) + øG)]dx = [ƒ(x)dx + [s(x)dx; 
b) Với mợi số thực & # O ta có 
[@0á4x = k[£@)ár. 


Chứng minh. a) Ta cần chứng tô rằng vế phải là một nguyên hàm của ƒ + ø. 
Thật vậy ta có 


(ÍZ@oxr + Jaœáx)' = ( [ƒ@ðax]*+ ( [gG0dx)' = ƒœ) + sGœ). 
b) Chứng minh tương tự. INÌ 


Dựa vào nguyên hàm của các hàm số thường gặp và vận dụng hai định lí trên 
ta có thể tính được nguyên hàm của nhiều hàm số khác. 


Ví dụ 4. Tìm 
wx 3 
a) [[*+-£ ldv ; 
|Š-¿ 
b) [{-ÐGf +32)4x : 
c) [sinˆxdx. 
Giải 
vx t *x 2 
a —— + —> |dx = dx + |-=dx 
án ng: 
h 1 _] L 
` 2 2 Huynh 2 2 
=s|z dr+2Íx đx =+x +4x +C 
=3) +4jx+C, 


b) Íc ~ D2 +3x)dy = ¿ —x" +3r? - 3x)dx 
= [x dx- [š°“dx+ [+ 4x- [äxax 


6 $ 3 2 


Hy hon 
SE ng +x* 5 +€C, 
si _ fl-cos2x, _ ] ] _ *x SIn2x 
€) [in xỞy = | —&=5 Jdt- 5 Jeos2xảx N ng +. 
IH3| ri 
a) lo +2x7 —4)äx ; : b) cos? x dự. 
Câu húi và hài tập 
._ Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 
a) ƒG)= 3x) tổ: b)ƒ@)= 2xÌ— 5x+7; 
1 2 Ì ¬ 2x 
©) ƒf)=-g~x2 Ti 0/060 =x3; e) ƒ(x) = 102%, 
X 
‹ Tìm 
a) |QVx + Ÿx)dx : b) lộ uy : 
* 
©) [4sin2 xảy ; ö j}}S*a 
, 2 . 
._ Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 
Nguyên hàm của hàm số y = xsinx là 
(A) *? sin2 + C ` (B) —-xcosx + C ; (C) —xcos x + sín x + Œ. 


._ Khẳng định sau đúng hay sai 7 
Nếu ƒ@) = (~ vx} thì [ƒ@x)đx = —Ýx +C. 


141 


MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÌM 
§ NGUYÊN HÀM 


ˆ- `"... aaaa 


1. Phương pháp đổi biến số 
Cơ sở của phương pháp đổi biến số là định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho hàm số  = (+) có đạo hàm liên tục trên K và hàm số y = f2) 
liên tục sao cho ƒ[,(x)| xác định trên K. Khi đó nếu Flà một 


nguyên hàm của ƒ, tức là [£@áu = F(ð + C thì 


[ZIzGlu'(x)dy = F[u()] + C. @® 


Chứng mình 
Theo quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp, ta có 
(F{u(x)I+ C)' = F'[u@G)]u'(x) = ƒ[u(x)]w 3). 
Vậy ta có (1). n 
CHÚ Ý 
Trong thực hành, ta thường viết dắt FTuG@ð] là F(@), fÑfẨ@œ)] là fð 
và coi dự là vị phân của hầm số w = (x) (nghĩa là dự = du(+) = #(x)dx). 
Khi đó, công thức (1) được viết như sau : 
| ƒ[x©Ð]ð'@œ)8x = [ƒ[mG@G)]du() = | ƒ() du 
= F@) + C = F[u(x)] + €. @) 
Ta nói đã thực hiện phép đổi biến w = „(>). 


Ví dụ 1. Tìm J@x + 1)' dừ. 
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Giải. Ta có (2x + 1) dx = 0x + DÊ(2z + 1ÿdx = 20x + DỶđ(2x + D). 
Đặt w = „(x) = 2x +1. Áp dụng công thức (2), ta có 
lốc +1) dy = jsœ +1d(2x+D= j>“ dụ = 3 là du 
¬ = g2 + ĐỂ +€. 
25” 


|H1| Tim , 


Ví dụ 2. Tìm 
l7 +4 
Giải. Ta có 
_ 2xdx - _ @œ +4)' 
ly x+4 —§ x?+4 


Đặt „u = S34: Áp dụng công thức (2), ta có 


lì 
dx =(x2 +4) 3d(x? + 4). 


I 


l Tà. 
TƯ = lu +4) 3đ? + 4) = [# Ÿ dụ 


2 2 
"._- cư vn 3 
=1 +C=zứ +4) +. 
Ví dụ 3. Tìm Ícos (7x + 5)dx. 
Giải. Ta có 


cos(7x + 5)dx = cos(Tx + 5)(7x + 5) dy = 7cos(7x + 5)d(7x + 5). 
Đặt ¡ = 7x + 5. Công thức (2) cho ta 
[cos0x + 5)dx = [jeosứx +53)d(7x + 5) = [jcosudu 


= zsinu +C-= -5inŒx +5)+C. 


Sinx 
Ví dụ 4. Tìm Ƒ: cos x đx. 
Giải. Ta có 
e*"* cosxdx = e*"*d(sin x). 
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Đặt ¿ = sinx. Công thức (2) cho ta 
jE”” cos xdx = Je”” d(sinx) = ịe= du =e"” +C= e9 + C, 


|H2| Tim [em dx. 

Phương nháp lấy nguyên hàm từng phần 

Cơ sở của phương pháp lấy nguyên hàm từng phần là định Hí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 2 


Nếu w, v là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên K thì 


[äG)y'G)áx = #(x)(x) — [yt@œ) dx. 


Công thức trên gọi là công thức lấy nguyên hàm từng phần (gọi tắt là cóng 
thức nguyên hàm từng phán) và được viết gọn đưới dạng 


[ray = #VT— |yd+ 

Chứng minh 
Ta cần chứng fô vế phải là một nguyên hàm của „v'. Thật vậy 
(wœ»() _ [yeu '+)dx)! = /(x)'{x) + v(x) (>) — ([s&0„'œ)ax)! 
= (x)y (x) + v(x)w '(x) — v(x)w (x) = u4(x)v'(x). h 
Ví dụ 5. Tìm Í[xcos xdx. 
Giải 
Đặt w(x) = x, v'(x) = cosy. Khi đó w{x) = 1, v(x) = sinx (chỉ cần lấy một 
nguyên hàm của v'). Theo công thức nguyên hàm từng phần, ta có 

[xcosxdx =x sinxr — [šnxe&x =x sinx + cosx + C. 
Ví dụ 6. Tìm nguyên hàm của hàm số y = ln +. 
Giải 


Đặt  = (x) = Ìnx, dv = dx. Khi đó dụ = vứt, „= v(x) = x. Theo công 
thức nguyên hàm từng phần, ta có 


[inxax =xinr — [x.~dr = xÌnxT— Ja = xỈnx — x + C, 


[H3] Tìm nguyên hàm của hàm số f[x) = EU 


(Hướng dẫn. Đặt u(x) = n w'(x) = e2"), 


Câu hủi và bài lập 
5. Dùng phương pháp đổi biến số, tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 
9x? là Lộ 3 
a) ƒ(x) = (Hướng dân. Đặt u = 1 — x”) ; 
l—x : 
l 


b)ƒ(x)= NI] (Hướng dân. Đặt u = 5x + 4); 


©)ƒ@) = xŸÏ1— x? (Hướng dẫn. Đặt u =1- x?); 
1 


d)ƒ@)= —————— (Hướng dẫn. Đặt u = 1 + V|x ). 
vxq + Jx)? 
6. Dùng phương pháp lấy nguyên hàm từng phần, tìm nguyên hàm của các hàm 
SỐ Sau : 
a) ƒ(Œ) = xsinS : b) ƒŒ) = x2cosx ; 
©)ƒ@) = xe”; đd) ƒ@) = xÌIm(2x). 
Luyện tập 
Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 
7. a)ƒ()= 3x⁄VT—332 ; b)ƒ() = cos(3x + 4) ; 
©/0=———: đ)/@) = sin 2 cos5. 
cos“ (3x + 2) 3 3 
3N 1.1 1 
S3 Ga ÊS s0 | hy CS vì. TẾ đi bế 
8. a)ƒŒx) = x ỆP ) h b)ƒŒœ) = SI— €OS-— : 
©)/@)= xe; đ)ƒ@) = e9, 
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9, a)ƒ(v)= X° cos2x ; b)ƒ#(+) = Xx Iny ; 


© ƒ#Œœ) = sin' xcos x 3 đ) ƒ(x)= xecos(x2). 


N _° TÍCH PHÂN 


1. Hai bài toán dẫn đến khái niệm tích phân 

a) Diện tích hình thang cong 

Cho hàm số y = ƒ(+x) liên tục và lấy giá trị dương 
trên đoạn [a ; b]. Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y = ƒ(x), trục hoành và hai đường thẳng 
x=«a,+x= b được gọi là hình thang cong (phần tô 
đậm trong hình 3.1). 

Bài toán đặt ra là tìm công thức tính diện tích 
của hình thang cong. 


Bài toán l 
Cho hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒ(+), trục hoành và hai 
đường thẳng x = a, x =b (#< b). Giả sửƒ là hàm số liên tục, đồng biến và 


nhận giá trị dương trên đoạn [z ; b]. Chứng minh rằng diện tích Š của hình 
thang cong đó là 


§ = F(b) - F(a) 
trong đó # là một nguyên hàm bất kì của ƒ trên đoạn [z ; b]. 
Chứng mình 
Kí hiệu S(x) (ø < x < b) là diện tích hình thang cong giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y = ƒ(+), trục hoành, đường thẳng x = a và đường thẳng đi qua 
điểm x trên trục hoành và vuông góc với trục hoành (h.3.2). Như vậy, ta có 
một hàm số y = Š(z) xác định trên đoạn [z ; Ð]. 
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Trước hết, ta chứng minh y = Š(x) là một nguyên hàm của hàm số y = ƒ(x) 
trên đoạn [a ; b]. Thật vậy, giả sử xạ là một điểm tuỳ ý cố định thuộc khoảng 
(a; b). Xét điểm x e (xg;b]. Khi đó S(x) - §(xạ) là diện tích hình thang 
cong MNEO (h.3.3). 


Hình 3.2 Hình 3.3 


Do ƒ là hàm đồng biến nên hình thang cong MVMEO nằm trong hình chữ nhật 
MNEF và chứa hình chữ nhật NPQ. Vậy 

ŠMNPO Š ŠMNEO  ŠMNEF 
tức là ƒGq)(x - xạ) < Š(*) — S(xạ) < ƒ(x)(x ~ xạ), 


S(x) — S(ạ) 
Suy ra ƒGq) HI E?g <ƒ7@). X 


Vì lim ƒ(x) = ƒ(xạ) nên từ (1) người ta chứng mỉnh được 
Xx-*>1ụ 


lim Š(x) = S(%ạ) 
x—xj *x—*% 


= ƒQq). 


Tương tự với x e [đ; xạ), ta cũng có lim — 


x=>xXụ ‹ 
Vậy Si = ƒ(xọ) hay Š'(xg) = ƒŒq). 


Vì xạ là tuỳ ý thuộc (đ;ở), nên suy ra Š(%x) = ƒ(x) với mọi x e (4;b). 
Tương tự, ta có : ŠS'2)= ƒ(4),S'(b)= ƒ(b). Vậy hàm số y = Š(+) là một 
nguyên hàm của ƒ trên đoạn [z ; b]. Thành thử tôn tại hằng số € sao cho 
%(x) = F(+x) +.€. 


= ƒŒ). 
$(x) ~ 5(xạ) 
x—*%ọ 
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Dễ thấy § = S(b) ~ §(). 
Do đó § = SŒ) - S(a) = (F(b) + Œ)- (F(a) + C}= F(b)- F(a). D 


[Hf| Tính diện tích hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = x`, trục hoành 
và hai đường thẳng x = 1 ; x= 2. 


b) Quãng đường đi được của một vật 
Bàitoán2 _ 
Giả sử một vật chuyển động có vận tốc thay đổi theo thời gian, v = ữ) (0<< 7). 
Chứng minh rằng quãng đường 7 vật đi được trong khoảng thời gian từ thời 
điểm r = a đến thời điểm ?=b(0<a<b<T) là 

L = F(b) - F(a), 
trong đó Ƒ là một nguyên hàm bất kì của ƒ trên khoảng (0 ; 7). 
Chứng mình 
Gọi s = sŒ) là quãng đường đi được của vật cho đến thời điểm ;. Quãng đường 
vật đi được trong khoảng thời gian từ thời điểm ¿ = z đến thời điểm / = b là 
L=s(b) — s(a). Mặt khác, ta đã biết s') = ƒŒ), do đó s = s() là một nguyên 
hàm của ƒ. Thành thử, tồn tại hằng số Œ sao cho s() = #0) + C. Vậy 


L=s(b) - s(4) = [F(Œ) + C] - [F(a) + C]= F@Œ) —F@). n 


Khái niệm tích phân 
Trong khoa học và kĩ thuật, có nhiều đại lượng quan trọng được biểu thị bằng 
hiệu Ƒ(ð) — F(2) trong đó F là một nguyên hàm của hàm số ƒ nào đó. 

ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số ƒ liên tục trên K và a, b là hai số bất kì thuộc K. Nếu 
F là một nguyên hàm của ƒ trên K thì hiệu số 

t@)- F(a) 
được gọi là tích phân của £ từ 2 đến ở và kí hiệu là 


b 
[#c0áx 


b 
Trong trường hợp ø <°b, ta gọi Ï ƒ(x)dx là tích phân của ƒ trên đoạn [a : bì. 


g 


b 

[Ha] Chứng minh rằng | ƒ(x)dx là một số không phụ thuộc vào việc chọn nguyên 
a 

hàm F` nào trong họ các nguyên hàm của ƒ. 


b : 
Người ta còn đùng kí hiệu #Ƒ (œ)|„ để chỉ hiệu số #(ð) - #(4). Như vậy nếu 
Ƒ là một nguyên hàm của ƒ trên K thì 


) 
[ƒG0dx = FG)j - 


Vì [ ƒ(z)ax là một nguyên hàm bất kì của ƒ nên ta có 


b 


b 
[#@& =([Z@0ax ||. 


a 


Người ta gọi hai số a, b là hai cận tích phân, số a là cận dưới, số b là cận trên, 
ƒlà hàm số đưới dấu tích phán, ƒ(x)dx là biểu thức đưới dấu tích phán và x là 
biến số lấy tích phân. 
CHÚ Ý 
Đối với biến số lấy tích phân, ta có thể chọn bất kì một chữ khác 
thay cho x. Chẳng hạn, nếu sử dụng chữ ¿, chữ w,... làm biến số lấy 
(ích phân thì - 


b b 
[#@a, [#@u, ... đều là một số và số đó bằng F() - F(a). 
a a 
MÃ) 5 5 
Ví dụ1.  [—dr= (In|xl)[ =ln5—ln3=ln= ; 
. 3 3 


' | #? 4 
Íx+‡]t- — + Inlx| | =6+In2. h 
h x* 2 2 


149 


Với định nghĩa tích phân, bài toán 1 có thể phát biểu lại như sau : 


Cho hàm số y = ƒ(+) liên tục, đồng biến và nhận giá trị đương trên đoạn [z ; b]. 
Khi đó diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = (+), trục 


b 


hoành và hai đường thẳng x = a, x = b là §= [ƒ(x)dx. 


a 


Tổng quát, người ta chứng minh được 


I50 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho hàm số y = ƒ(z) liên tục, không âm trên đoạn [z ; b]. Khí 
đó diện tích Š của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y=ƒŒ), trục hoành và hai đường thẳng x = a, x = b là 


b 
$s= | ƒ(œ)đx. 


|H3| Một vật chuyển động với vận tốc thay đổi theo thời gian v = ƒ(I). Chứng minh 
rằng quãng đường mà vật đi được trong khoảng thời gian từ thời điểm a đến thời 


b 
điểm b là Ỉ (di. 


“ 


Ví dụ 2. Một ôtô đang chạy với vận tốc 20m/s thì người lái đạp phanh (còn 


nói là "thắng"). Sau khi đạp phanh, ótô chuyển động chậm dần đều với vận tốc 
'{) = —40 + 20 (m/S), trong đó ¿ là khoảng thời gian tính bằng giây kể từ lúc 
bát đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ôtô còn di chuyển 
bao nhiêu mét ? 


(4ï. Lấy mốc thời gian là lúc ôtô bắt đầu được phanh. Gọi 7 là thời điểm ôiô 
dừng. Ta có v(7) = 0 suy ra 20 = 40T hay 7 = 0,5. Như vậy, khoảng thời gian từ 
lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn của ôtô là 0,5 giây. Trong khoảng thời gian 0,5 
giày đó, ôtô di chuyển được quãng đường là 


05 
L= [(@0-~ 40p)dr = (20: — 20/2)|)” = 5 (m). 
0 


3. Tính chất của tích phân 
Các tính chất cơ bản của tích phân được phát biểu trong định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giá sử các hàm số ƒ, ø liên tục trên K và a, b, c là ba số bất 
kì thuộc K, Khi đó ta có 


Ð [ZG)áx =0: 
b L¡ 

2) [ƒ(Œdđy = —[ƒ(x)dx ; 
4 b 


b e ẻ 
3) [ƒŒœ)dx + [ƒ@œ)d4x= [ƒ(x)4k ; 
a b q 


b b b 
4) [[Z@)+ g(+)]dx = [ƒ@)dx + [aG)dx ; 


dx với ke R. 


Chứng mình. Ta chứng minh các tính chất 3) và 4), 
Giả sử Fˆ là một nguyên hàm của ƒ. 
3) Ta có 


b b 
5) [ØŒœ)dx = k[ƒG) 


Mã a 


b bà 
[ƒ@dx+ [ƒ()dx = F(b)~ F(a) + Fíc) — F() 
b 


4a 


= F@)- F(a) = |ƒ(x)dx. 
a 
4) Áp dụng định lí 2 của §I ta có 
b 


b 
[+ sGldx = ( [[Z@) + s6]& |} =([e@w)| +( JsằœjÌ 


b b 
= |fœ)dx+ |aœ)dr. ñ 


Hãy chứng mính các tính chất 1), 2) và ®). 


3 3 

Ví dụ 3. Cho [#œdx = -2 và [«()dx =3. 
I ] 

Hãy tính 
3 3 
[BƒG)- g@ldx và [[5-4ƒG)]dx. 
| l 

Giải 

3 


3 3 
[3ƒ z©ldx =3Ï7ƒ@4x— [gG)dx =3. 2)~ 3 =~9, 
I 1 1 


3 3 3 
Jö ~4ƒ(x)]dx = 5 |dx ~4|7œ)dz =5.2 —4.(~2) = 18. 
| I 1 


|H6| Trm b nếu biết rằng 


b 
[@x-x =0. 
0 


Câu hỏi và bài tập 


10. Không tìm nguyên hàm, hãy tính các tích phân sau : 
vế 2 3 5 
a) lễ +3) | b) j ai c) Ị 9-— x? dừ, 


Hướng dân. Áp dụng định lí 1. 


2 5 Š 
H1. Cho biết [ƒ(x)dx =—4, [ƒ(x)dx =6, [s(x)dx = 8. Hãy tính 
1 1 1 
k) 2 
a) [/(Œ)dx ; b) |3ƒ()dx ; 
2 1 
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5 5 
©) JƯŒ)-— g@)]dx ; 4 [4ƒG)- sG)ldx. 
] 1 
3 4 hì 
12. Cho biết Íƒ(z)dz =3, [ƒ(x)dx =7. Hãy tính [ƒŒ)dk. 
0 0 3 


b 
13. a) Chứng mình rằng nếu ƒ() > 0 trên [a ; b| thì |ƒ(x)dv > 0. 


a 


b b 
b) Chứng minh rằng nếu ƒ(x) > ø@+) trên (4; ø| thì [ƒ(x)dx > [ø(+)dx. 
a a 
14. a) Một vật chuyển động với vận tốc v(/) = l — 2sin 2¿ (m/s). Tính quãng đường 
vật di chuyển trong khoảng thời gian từ thời điểm £ = 0(s) đến thời điểm 


3m 
£= ÄT (s). 


b) Một vật chuyển động chậm dần với vận tốc v() = 160 ~ 10 (m/s). Tính 
quãng đường mà vật di chuyển được từ thời điểm ¿ = 0 đến thời điểm mà vật 
dừng lại. 

15. Một vật đang chuyển động với vận tốc lIŨm/s thì tăng tốc với gia tốc 
a@) = 3 + (m/3?. Tính quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 
10 giây kể từ lúc bắt đầu tăng tốc. 

16. Một viên đạn được bắn lên theo phương thẳng đứng với vận tốc ban đầu 25m/s. 
Gia tốc trọng trường là 9,8m/s”. 
a) Sau bao lâu viên đạn đạt tới độ cao lớn nhất ? 


b) Tính quãng đường viên đạn đi được từ lúc bắn lên cho đến khi chạm đất 
(tính chính xác đến hàng phần trăm). 
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Bài đọc thêm 


TÍNH GẦN ĐÚNG TÍCH PHÂN VÀ KHÁI NIỆM 
TỔNG TÍCH PHÂN 


Tính gần đúng tích phân 


b 
Từ định nghĩa tích phân ta thấy muốn tính tích phân | ƒ(z)dx thì phải tìm được một - 


a 
nguyên hàm Ƒˆ của ƒ. Mặc dù nguyên hàm này chắc chắn tồn tại nhưng trong nhiều 
trường hợp ta không thể fìm được biểu thức tường minh của Z(x) qua các hàm sơ cấp 
đã biết. (Chẳng hạn, người ta đã chứng minh rằng nguyên hàm của các hàm số 


h : — 
y=e*",y= =.: v= '+ xf ,... không thể biểu diễn qua các hàm sơ cấp đã 


b 
biết.). Trong những trường hợp như vậy, việc fính đúng tích phân | (z)d‹ là không 


a 
thể thực hiện được. Vậy có thể tính gần đúng tích phân đó được không ? 
a) Cho hàm số y = /z) liên tục và lấy giá trị dương trên đoạn [2 ; b]. Xét hình thang 
cong ¿ƒ giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒ(+), trục hoành và hai đường thẳng + = Z, 


x =b (trên hình 3.4, hàm số ƒ(x) = 5— x?,a=-Lb= 2). Gọi § là diện tích của H. 


b 
Theo định lí 1 ta có § = [#@& 
a 


Với mỗi số nguyên dương n, ta chia đoạn [ø; b] làm :: đoạn con bằng nhau bởi các 


điểm *Xa=4, * An X§ trả Ốc ( x„=b (k=0,1,2,.... Ø8). 
" n 


Dựng các hình chữ nhật B„ với đáy là đoạn thẳng [xạ ; x,¡], chiều cao là ƒ(x¿) 
(k=0,..., ø ~ L). Diện tích của hình chữ nhật By là ƒ(+x¿)(xy„,¡ - x¿). Gọi 4, là 
hợp của ø hình chữ nhật Hạ, BỊ,.... B„_¡ (xem hình 3.4b với ø = 10) và S( A„) là diện 
tích của hình A„. Ta có $(A„) là tổng diện tích của m hình chữ nhật Bụ, Øị,..., B, 


ni: 
HT] 
Vậy S(A„) = 3” ƒ(y)(y.i — X). 
k=0 
Khi số điểm chia n càng lớn, số hình chữ nhật Bọ, Bị,....H„ ¡ cảng nhiều thì diện 
tích 5( A„) của hình A„ càng gần với diện tích S của W (xem hình 3.4c với m = 20, 
hình 3.4d với n = 30). Vậy Š ~ S(A„) nghĩa là 


b n-Ì 
[ƒ@0dx* 3; ƒ/G)G. —xz) 
5 k=0 


Hình H Hình Á\g 


Hình A„o 
c) đ) 


Hình 3.4 


b) Có thể nhận được công thức gần đúng trên với lập luận như sau : Giả sử một vật 
chuyển động với vận tốc v = ƒ(/). Ta chia khoảng thời gian [a; b] thành n khoảng thời 


gian bằng nhau z = fạ < fị <... < f„ = b. Với n khá lớn thì khoảng thời gian (¡ : „, ¡ ) 
khá bé nên có thể coi rằng trong khoảng thời gian đó vật chuyển động với vận tốc 


không đổi. Khi đó, quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian (, : ¡„ „¡) xấp xỉ 
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bằng /f )ứ¿ ¿¡ — !„ ). Thành thử quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 
n-] 

[a ; b] xấp xỉ bằng › ƒứy Xứ, +¡ 1z). Mặt khác, ta đã biết quãng đường đi được là 
k=0 


b 
Ỉ ƒŒ)d?. Vậy ta có 


a 


b n1 
[ƒ(Đát~ 3) f0Wyai —): 


a k=0 
Khái niệm tống tích phân 


Một cách tổng quát, cho hàm số y = +) liên tục trên đoạn [2 ; 5]. Với mỗi số nguyên 
dương r, ta chia đoạn [z ; b] làm ø đoạn con bằng nhau bởi các điểm chia 


Xọ =4, Xị =a+—S, -=. ` x„ =b (k=0,1,2..., n). 
Mỗi đoạn con đầu có độ dài bằng ”~Z 
n1 
Kihiệu  §„= 2 ƒ()Gy.¡ — xe). 
ke0 


„ được gọi là tổng tích phân cấp n của hàm số y = ƒ(+) trên đoạn [z ; b]. 

Người ta đã chứng minh được định lí sau đây, gọi là định lí cơ bản của tích phân 

Định lí 

Cho hàm số y = ƒ(z) liên tục trên đoạn [2 ; b]. Gọi sS„ là tổng tích phân cấp n của 
hàm số y = ƒ(x) trên đoạn [a, 2]. Khi đó 


b 
lim$„ = [#@œ 


a 


Thành thử khi lớn ta có jyeoae: S = 2/006. dịì 


Như vậy tổng tích phân s dùng để tính s. xỈ tích phân. Khi cấp n càng lớn thì tổng 


tích phân Š„ càng gần với tích phân [re và sự xấp xỉ càng tốt, độ chính xác 


a 


càng cao. 


Chú ý. Về mặt lịch sử, khái niệm tích phân được hình thành độc lập với khái niệm 
nguyên hàm. Tích phân của hàm số ƒ trên đoạn [a ; b] được định nghĩa là giới hạn 


b 
của tổng tích phân cấp n của f trên đoạn [a; b]. Đẳng thức [#@äx = FP()- F(a), 
a 
mà ta dùng làm định nghĩa tích phân, được tìm ra sau đó bởi hai nhà toán học Niu- 
tơn và Lai-bơ-nit. Đẳng thức đó cho ta mối liên hệ giữa tích phân và nguyên 
hàm và được gọi là công thức Niu-tơn — Lai-bd-nit. 


NGUỒN GỐC CỦA KÍ HIỆU NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN 


Kí hiệu tích phân là do nhà toán học thiên tài người Đức Lai-bơ-nit (1646 — 1716) 
đưa ra. Tích phân của hàm số ƒ trên đoạn [z : b] được ông định nghĩa là giới hạn của 
tổng tích phân. 


nñI 
lim À` ƒ(X¿)(Xy.¡ — Xe). q) 
k=0 
Thời Lai-bơnit, hiệu xạ, — x;„ thường được viết là dx, = x¿,¡ — x„ do d là chữ 
đầu của chữ La-tinh "diferentia" (hiệu số). Do đó, giới hạn (1) được viết lại thành 


n-] 
lim 3” ƒŒx¿)dyy. 


k=0 
Kí hiệu ›š (tổng số) cũng như chữ § có nguồn gốc từ chữ La-tinh "summa" (có 
nghĩa là tổng số). Dấu tích phân | là một biến dạng đơn giản của chữ $. 
b h 
Kí hiệu | ƒ(x)dx: muốn nói rằng đây là giới hạn của tổng các số hạng ƒ(x, )dxy . 


a 
b 


Thành thử, giới hạn (1) được kí hiệu là | ƒ(9dx. 


a 
ÿ . 
Công thức | ƒ(œ)dx = F(x)|) với F là nguyên hàm tuỳ ý của ƒ nêu lèn mối liên hệ 
. : 
giữa tích phân và nguyên hàm và kí hiệu [#@a được dùng để chỉ các nguyên 
hàm của ƒ. Việc coi | ƒ(x)dx là một nguyên hàm bất kì của ƒ dẫn đến công thức trực 
b Sb b 
quan và tiện lợi là [/(+)đ+ = ( [ƒœ)4x Ì „ Người la còn gọi. Ïƒ(x)dr là tích phân 
a 
ga ⁄4 
xác định và | ƒ(z)dx là tích phân bất định (không xác đính) của hàm ƒ. 


15 


§ 


1. 
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xá MỘYT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 


Phương pháp đổi biến số 
Cơ sở của phương pháp đổi biến số là công thức sau đây. 


u(b) 


[/ew ()dx= ƒ ƒ0)đ,  Œ) 


n(a} 


trong đó hàm số  = „(x) có đạo hàm liên tục trên Ấ, hàm số 
= ƒ(u) hiên tục và sao cho hàm hợp ƒ[z(x)] xác định trên K ; 
a và b là hai số thuộc K. 
Công thức (l) được chứng minh như sau : 
Gọi F là nguyên hàm của ƒ . Khi đó vế phải của (1) là F[u@)] - F|¿(a)]. 
Theo định lí 1 §2, vế trái của (1) là 


(F I9), = P[u(Đ] - F'|m(a)]. 
Ta thấy vế trái bằng vế phải. Vậy (1) được chứng mình. INÍ 
Công thức (1) được gọi là công thức đổi biến số. 
Phương pháp đổi biến số thường được áp dụng theo hai cách sau đây. 


b 
Cách 1. Giả sử ta cần tính [zœ)4x Nếu ta viết được g(x) dưới dạng 


a 
ƒ (+) ]w (+), thì ket công thức (1) ta có 
u(b) 
Jeens = ] ƒ0du. 
u(4) 
u{b) 
Vậy bài toán quy về tính Ỉ ƒ(u)du. Trong nhiều trường hợp việc tính tích 


(a4) 
phân mới này đơn giản hơn. 


+ 2 
Ví dụ 1.Tính [xe dx. 
1 


Giải 
x.. Ï y2 „2 2 < 3ÿ 
Ta có xe” dx = 2° d(x“). Đặt w= x” ta cố (1) = 1, ú(2) = 4. Do đó 
2 Á h 
+? - ƒ£ " 1 4 
[xe dx = lzœ = ( — ©). 
1 1 
sẻ 
[H1| rmn [V/2x+3dx bằng cách đặt u = 2x + 3. 
l 
8 
Cách 2. Giả sử ta cần tính Ï ƒ(Œœ)dx. Đặt x = x(0) (te K) và a.be K thoả 
_ 


mãn ø =x(4), Ø = x(b) thì công thức (1) cho ta 


8 b 
[Z@0ax = |7Ix0)1xt0)dr. 


b 

Vậy bài toán quy về tính [zœdr (ở đó gứ) = f[x(@)].x'Œ)). Trong nhiều 
a 

trường hợp, việc tính tích phân mới này đơn gián hơn. 


1 
Ví dụ 2. Tính Ï 1— x2 dr, 
0 


Giải 
Đặt x = sinr. Ta có đx = d(sinr) = cosfđứ, 0 = sinO và 1 = si. 
BÉ 
1 2 
Vậy | 1~ x2 dx = W — sin? f.cos f dr, 
0 0 
Vì ¿ c|0: 5| nên V1 — sinˆ° = cos. Do đó 
c k bì 
I 2 12 = 
ị 2£ 2 
| I—x dr = [co rử E HH + cos2/)d¿ = 2Í:+ SH TT) c 
“\ 4 
0 0 Si 0 


bà 


+ dx 
[H2] Tĩnh |r= bằng cách đặt x = sin r. 
l-* 
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2. Phương pháp tích phân từng phần 
Tương tự như phương pháp lấy nguyên hàm từng phần, ta cũng có phương 
pháp tích phân từng phần. Cơ sở của phương pháp này là công thức sau đây. 


b 


. bế 
[z@Ov')ax = (xe) | - [yŒœ)dx, - (2) 


a a 


trong đó các hàm số , v có đạo hàm liên tục trên K và a, Ð là hai số 
thuộc K. 


Thật vậy, theo định lí 2 §2, ta có 


[eeoreoe = (ee»oaj} = (œ)yGœ) ~ l )J 


= (wœ)w(9) ~([yYœ G04) = (aằœw@9)} - ho œ6. 
“4 
Công thức (2) gọi là công thức tích phân từng phần và còn được viết 
b p. 
dưới đạng [re = (s») _ Jydz. 
a aã 


1 
Ví dụ 3. Tính [xe*dx 
0 


Giải. Chọn w(x) = x, v'(x) = e*. Khi đó w(x) = 1, v(x) = eÝ. Do đó 
| 


[xe" dx = (xe} 
0 


0 


1 
- ị"%& =e-(e-l)=l. 
0 
2 
Ví dụ 4. Tính [xImxak. 
: 


2 
Giải. Chọn w = lnx, dự = xdy. Khi đó du =SŠ, : 


2 x2 
[xnx dx = [Zm| 
1 


bạ 
2 

[H3] Tính Ƒz sin z đx. 
0 


160 


2 


tx 3 
= le “Hệ 
L 


âu hủi và hài tập 


17. Dùng phương pháp đổi biến số tính các tích phân sau : 


kụ 
L 


4 1 
8) Jjx+1dy; b) == d;  ©Ổ [d+/9!Œ; 
0 


2 
0 ạ C05 X 


2 [ Sb 9 4x 
1<... HIẾN 2 4x2 +1 


18. Dùng phương pháp tích phân từng phần để tính các tích phân sau : 


hủ 
6 

dx; Ð ịu — cos3+x)sin3x dr. 
0 


2 I 
a) lò Inxd: ; b) [+ + 1e dry ; 
1 0 
T 
1 2 
c) ll COS x ẲY ; đ) [xcos xdx. 
0 0 
Luyện tập 
ke 
] 3 
19, Tính a) JW# + 212 + 5/2)dr ; b) [xsinxcos xẻx. 
0 0 
ft 1 v2 3 
: xảy 
20. Tính a) [5(5 — 4cosr)” sin/dr ; b) : 
Ị ] Vx?+] 


Sin x 


21. Giả sử # là một nguyén hàm của hàm số y = trên khoảng (Ũ ; +®). 


So 
sin2x 


Khi đó [ — là 

ñ * 
(A)#@)-F(); (B)#(@ -F@); 
(© Ƒ(4) - Ƒ(@); (D) (6) - (4). 
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22. Chứng minh rằng 


1 1 1 1 
3) [ƒG)dx= [ƒdŒ—=x)dx; bì [ƒ@œ)dx= J[ƒ@) + ƒ(»)]dx. 
0 0 ¬I 0 


l 0 
23. Cho [#@a = 3. Tính [7œ@w trong các trường hợp sau : 


0 ~1 
a)ƒ là hàm số lẻ.; b) ƒ là hàm số chẩn. 
24. Tính các tích phân sau : 
2 3 
a) [x2e* ax : b) [ anx2& ; 
| l tên 
Tr 
ni 1v 2d§ ả 251 đụ Na. 
VI b S : há 9 lì gu l 
25. Tính các tích phân sau : 
sử 
4 
a) [xeo2xúr ` b) T 
0 
1+ 
2 l e 
c) COSx đY ; : đ) [?vx +ldx; ©) l Inxdr. 
0 0 I 


Ệ ĐỂ TÍNH DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 
Trong thực tiễn cuộc sống cũng như trong khoa học Kĩ thuật, người ta cần 


phải tính diện tích của những hình phẳng cũng như thể tích của những vật 
thể phức tạp. Chẳng hạn : 


5 ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 


Khí xây đựng một nhà máy thuỷ điện, để tính lưu lượng của dòng sông ta phải 
tính điện tích thiết diện ngang của đòng sông. Thiết diện đó thường là một 
hình khá phức tạp. 
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Khi đóng tàu, các kĩ sư cần xác định thể tích của khoang tàu có hình dạng 
đặc biệt. 

Trước khi phép tính tích phân ra đời, với mỗi hình và mỗi vật thể như vậy 
người ta lại phải nghĩ ra một cách để tính. Sự ra đời của tích phân cho chúng 
ta một phương pháp tổng quát để giải hàng loạt những bài toán tính diện tích 
và thể tích nói trên. 


Trong §5 ta nói về ứng dụng tích phân để tính diện tích hình phẳng và trong 
§6 nói về ứng dụng tích phân để tính thể tích vật thể. 


Trong định lí 1 §3, ta đã biết : Nếu y = ƒ(x) là một hàm liên tục và lấy giá trị 
không âm trên đoạn [z ; b] thì điện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ 
thị hàm số y = ƒ(x), trục hoành và hai đường thẳng x = a, x = b là 
b 
$= | ƒ()dà. 


a 
Việc tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong thường được quy 
về tính diện tích của hình thang cong bằng cách chia hình phẳng đó thành một 
số hình thang cong. 
Ví dụ 1 (Diện tích hình elip). Tính điện tích của hình phẳng giới hạn bởi elip : 
#+ b2 

-sà: sụn 

k: tuỂ” } =l (a>b>\0). 
Giải 
Ta tính diện tích Š của một phần tư hình elip 
nằm trong góc phần tư thứ nhất, Đó là một 


hình giới hạn bởi đồ thị hàm số y = Sa? xỆ x: 
trục hoành, trục tung và đường thẳng x = z (h.3.5). 
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a 
b 
Và = |— 
ày Š Ƒ 
0 
Ta tính tích phân trên bằng phương pháp đổi biến số. 
Đặt x = Zsin/. Ta có 


: : ` ._ T 
dr = d(Zsin/) = zcos¿ dr, 0 = zsinD và a= đainz. 


Do đó 


SẸ 
sẻ 7 

| ø2 ~ x? dx = Ï a? — a?sin?t.acos? dt 
0 


kị 
2 
= j 2? cos?†.acostdf = lũ coSỶ ¡ dị 
0 0 


(vìàe |o ` H nên Vcos”/ = COS/ ). 


n 


SuyraS =øab li td! = ải Tự + =1 


l, 
2 abÙï 


CN: 


Vậy điện tích hình elip là 4S = xa. 
e Một cách tổng quát, ta có 


Nếu hàm số y = ƒ#{+) liên tục trên đoạn [2 : b] thì điện tích S của 
hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = #{+), trục hoành và 
hai đường thẳng x = a, x = ð là 


b 
s= JJ/@|dx @) 


Ví dụ 2. Tính diện tích § của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y=xzÌ-1, đường thẳng x = 2, trục tung và trục hoành. 
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Giải. (h.3.6) Đặt ƒ(x) = xŸ — 1. 

Ta thấy ƒf(x) < 0 trên [0 ; 1] và ft+x) > 0 
trên [1 ; 2]. 

Theo công thức (1), điện tích § của 
hình đang xét là 


§= f — lÌdx 
ị 


ÍHf| Tìm diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi đồ thị hàm số y = 4 - xˆ, đường thẳng 
x=3, trục tung và trục hoành. 

e Để tính diện tích Š của hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị các hàm số y = ƒ(+Y), 
y= g@) liên tục trên đoạn [ø ; b] và hai 
đường thẳng x = 4, x= b (h.3.7), ta có 
công thức sau : 


b 
s=||[#@)-g@œ|á. — @) 


Ví dụ 3. Tính diện tích S của hình 
phẳng giới hạn bởi parabol y = #~ x' 
và đường thẳng y = —x. 

Giải (h.3.8) l 

Trước hết, ta tìm hoành độ giao điểm 
các đồ thị của hai hàm số đã cho bằng 


cách giải phương trình 2 — x” = -x. 
Ta có 

2—x” =-x«ex=-l vàx=2. 
Hình phẳng đang xét giới hạn bởi các đồ 
thị của hai hàm số y=2—x”, y= —x 
và hai đường thẳng x = -1, x = 2. 


Hình 3.6 


Hình 38 
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Theo công thức (2) ta có 


S 


lÌ 
—, 
^^ 
bà 
4+ 
bì 
Ị 
“ 
kb› 
Ẽ 


II 
Z——¬ 

= 

h 

+ 
[, 

| 
œ| %, 
._x.<* 


|H2l Tính diện tích hình phẳng giới hạn bỏi đường thẳng y = x + 2 và parabol 


y=x°tx—2. 


e Để tính diện tích một số hình phẳng phức tạp hơn ta phải chia hình đã cho 
thành một số hình đơn giản mà ta đã biết cách tính diện tính. 

Ví dụ 4. Tính diện tích Š của hình phẳng H giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y = Yx, trục hoành và đường thẳng y= x — 2. 
Giải (h.3.9) l 
Ta tìm hoành độ giao điểm các đồ thị 

của hai hàm số y=xx vày=x-2 

bằng cách giải phương trình /x = xẢ. 

Kết quả được x = 4. 


Diện tích S của hình # bằng diện tích 
hình tam giác cong ÓCA trừ đi diện _† 
tích hình tam giác ABC. 


Diện tích hình tam giác cong CA là đu 


4 3i4 ~2 
J=ee=i|=# _ 
0 


Về 


Hình 3.9 


Diện tích hình tam giác ABC là 
AB.AC _ 22 _„ 
- ĐH GIN: đa»: 

16 10 


CHÚ Ý 
Tương tự (bằng cách coi x là hàm của biến y), diện tích § của 


hình phẳng giới hạn bởi các đường cong x = g(y), x = h(y) (g và h là 
hai hàm liên tục trên đoạn [c ; đ]) và hai đường thẳng y = c. y = đ là 


bị 
s= [[g@œ)- #O|dy. @) 


e 


Chẳng hạn trong ví dụ 4, coi hình # là hình phẳng giới hạn bởi 
đường cong x = x đường thẳng x = y + 2, trục hoành y = Ö và 


đường thẳng y= 2. Do đó, ta có thể tính ngay Š theo công thức (3) 
như sau : 


ầ LÀ 
I0 
Ss= le+2- y ?)dy = JE*>-Š) Si 
0 0 
bâu hỏi và bài tập 
26. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = sin x + I, trục hoành 
Tĩt : 


và hai đường thẳng x = Ö và x = cao 
27. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
a) Đồ thị hàm số y = cosˆ x, trục hoành, trục tung và đường thẳng x = 1T ; 
b) Đồ thị hai hàm số y = Jx và y= Ÿx ; 
c) Đồ thị hai hàm số y= 2x” và y= x' —2xŸ trong miễn x > 0. 
28. Tính điện tích các hình phẳng giới hạn bởi : 


a) Đồ thị các hàm số y = x ¿n4 y=—#? ~ 2x và hai đường thẳng x = -3, 
x=~2; 


b) Đồ thị hai hàm số y = xˆ— 4 và y=—xˆ —2x; 


c) Đồ thị hàm số y = xŸ — 4x, trục hoành, đường thẳng x = -2 và đường 
thẳng x = 4. 
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ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN ĐỂ TÍNH 
THỂ TÍCH VẬT THẾ 


b3 8 _ 


1. Tính thể tích của vật thể 
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Cho một vật thể 
trong không gian 
toa độ vyz. Gọi B 
là phần của vật thể 
giới hạn bởi hai 
mặt phẳng vuông 
góc với trục Y tại 
các điểm z và b. 
Gọi S(x) là diện 
tích thiết diện của >. 
vật thể bị cắt bởi coi 

mặt phẳng vuông góc với trục Óv tại điểm có hoành độ x (4< x < b) 
(h.3.10). 


Giả sử S = S(x) là một hàm số liên tục. Người ta chứng minh được ràng thể 
tích V của 8 là 


Sử dụng công thức (1) ta tìm được công thức tính thể tích của một số vật thể 
quen thuộc trong hình học. 


Ví dụ 1 (Thể tích khối chóp cụt). Cho khối chóp cụt có chiều cao h, diện tích 
đáy nhỏ và đáy lớn thứ tự là S%, S,. Chứng minh rằng thể tích V của nó là 


V= Š (8 + j§Š, + Sj): 


Giải 
Trong hệ trục toạ độ xyz, 
ta đặt khối chóp (sinh ra 


khối chóp cụt) sao cho 
đường cao nằm trên trục 


Óx và đỉnh trùng với gốc 
toạ độ. 

Gọi z và b lần lượt là 
khoảng cách từ Ó đến đáy 


nhỏ và đáy lớn, ta có chiêu - Hình 3.1] 

cao của khối chóp cụt là 

h =b—a (h.3.11). Thiết diện của khối chóp cụt cắt bởi mặt phẳng vuông 
góc với trục Óx tại điểm có hoành độ x (a < x < b) là một đa giác đồng dạng 


với đáy lớn với tỉ số đồng dạng là _ 


§%œ) - +? x? 
Ta có TC = =. Vậy S(x) = $ 
$¡ p2 ây S(x) | pˆ 
Theo công thức (1), ta có 
x*, _ S(b`~4`) _ b—a Sa” + Sab + $b” 
1N: xót, p 


Để ý rằng Sạ = S@)=ŠS” w + Se- =.jS¡Sạ nênV= (6 +.jSuŠ Sgố, +6). 
Nhận xét. Khối chóp được coi là khối chóp cụt có Sạ = 0. Vì vậy, thể tích V 
của khối chóp có chiều cao ở và điện tích đáy S là 


Sh 
LAO) 


2. Thể tích khối tròn xoay 


Một hình phẳng quay xung quanh một trục nào đó tạo nên một khối 
tròn xoay. 
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ø Cho hàm số y = +) liên tục, không âm trên 
[z ; b]. Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y =ƒ#), trục hoành và hai đường thẳng x = 4, 
x= b quay quanh trục hoành tạo nên một 
khối tròn xoay (h.3.12). Thể tích V của nó 
được tính theo công thức 


°b 
V« LÃ| ƒ ?@œdx (2) 


Thật vậy, thiết diện của khối tròn xoay cắt bởi mặt phẳng vuông góc với 
trục Óx tại điểm x (z<x<b) là một hình tròn bán kính ƒ&). Do đó 


Hình 3.12 


S(x) = * (x). Vì thế, từ công thức (1) ta suy ra công thức (2). 


Ví dụ 2 (Thể tích khối chỏm cầu). Cho một khối chỏm cầu bán kính # và 


chiều cao J. Chứng minh rằng thể tích V của khối chỏm cầu là 


h 

V= mửf La - d 
Giải 
Trong mặt phẳng Oxy, xét hình phẳng giới 
hạn bởi cung tròn tâm Ø bán kính ®# có 
phương trình y = 8ˆ Lá”, trục hoành và 
đường thẳng x= #-h (0< h< R). Quay 
hình phẳng đó quanh trục hoành ta thu được 
khối chỏm cầu bán kính  chiểu cao 
(h.3.13). 
Theo công thức (2) thể tích của khối chỏm 
cầu là 


teÈ „4 "„Í „z„ _ + || 
Pemj —*”)dx = tỈ RỶx —“— kẻ 


3 
“ s| tẻ— ` ~êœ~ + (ESBẺ] = x°(R~ 3Ì, 


3 


Hình 3.13 


Nhận xét 


Khối bán cầu bán kính # được coi là khối chỏm cầu bán kính # và chiều cao 
h =R. Vì vậy, thể tích của khối bán cầu bán kính # là 


v = xẻ (§— 5) ~ 2E, 
Do đó, thể tích hình cầu bán kính # là 
4rR° 
Lỗm L 4E 


[H| Xét hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = x2, các đường thẳng x = I, 


x=2 và trục hoành. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng đó 
quanh trục hoành. 


s Tương tự, cho đường cong có phương 
trình x= ø(y), trong đó ø là hàm số liên 
tục và không âm trên đoạn [c ; đ]. 
Hình phẳng giới hạn bởi đường cong 
x= g(y), trục tung và hai đường thẳng 
y=c,y= đ, quay quanh trục tung tạo 
nên một khối tròn xoay (h.3.14). Thể 
tích V của nó được tính theo công thức 


` d 4 Hình 3.14 
V=x[s?@)dy. ˆ @), 


€ 

Thật vậy, từ công thức (2) bằng cách xem x là hàm của biến y ta suy ra công 
thức (3). n 
Ví dụ 3 (Thể tích khối nón cụi). Cho 
khối nón cụt có chiều cao ñ, bán kính 
đáy lớn và đáy nhỏ lần lượt là # và z. 
Chứng minh rằng thể tích V của khối 
nón cụt đó là 


V= 2 xh(#P + Rr +r”). 
Giải 
Trong mặt phẳng toạ độ xy xét hình 
thang vuông ÓABC với ÓA = h, AB =r và 


ÓC =R(h3.15). Quay hình thang đó quanh 
trục y ta được khối nón cụt đã cho. 


Hình 3.15 
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Giả sử BC kéo dài cắt Óy tại D. Đặt AD = !„ ÓD = ad. Ta có a — } = h, Phương 


trình đường thẳng BC là x = — Theo công thức (3) ta có 
h n2 2 2 
V= x SP }) dy .., -#) 
3a 


2 2 2 
- TẺ (œ— ĐA? +al + Ê) = “SE "lá [TÌ 
3 4a a 


3a NÌ 
Vì SP Tổ nên khi tha nã bởi -— ta được 
4a R Ÿ. mw.: ợ 
1 r 3 1 
2 2 2 
= SH 0Ó Phi =— : "1 
V THẺn tà +] 3 1h(R +Rr+rˆ) 


Nhận xét. Khi R = r, khối nón cụt trở thành khối trụ có chiều cao h và bán 
kính đáy £. Vì vậy, thể tích của khối trụ là 


V= 3 xh(RP + R? + R?) = mứt”. 
Khi r = 0, khối nón cụt trở thành khối nón có chiều cao Ö và bán kính đáy Â. 
Vì vây, thể tích của khối nón là “ 


li; 
V =—1rR“h. 
3 


Câu hỏi và hài tập 


29. Tính thể tích của vật thế nằm giữa hai mặt phẳng x = -l và x = I, biết rằng 
thiết điện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 
hoành độ x (—I < x < 1) là một hình vuông cạnh là 24/1 — xŸ. 

30. Tính thể tích của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = 7, biết rằng 
thiết điện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có „ 
hoành độ x (0 < x << Ø) là một tam giác đều cạnh là 2 Vsin x. 

31. Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = 0, x = 4 và y= X+x—. Tính thể 
tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 
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32. Cho hình phẳng B giới hạn bởi các đường x = n x=0,y= 1 và y= 4. Tính 
thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình B quanh trục tung. 


33. Cho hình phẳng 8 giới hạn bởi các đường x = v5 yỶ, x = 0, y = -I và y = ]. 
Tính thể tích của khối tròn xoay (ạo thành khi quay hình Ö quanh trục tung. 


4. AI LÀ NGƯỜI PHÁT MINH RA PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN ? 


Cùng với phép tính vi phân, phép tính tích phân là một thành tựu lớn của trí tuệ nhân 
loại. Nó đã tạo nên một bước ngoặt lớn trong sự phát triển của khoa học và trổ thành 
một công cụ sắc bén, đầy sức mạnh được các nhà khoa học sứ dụng rộng rãi trong 
nghiên cứu cũng như trong ứng dụng thực tiễn. 


Phép tính vi phân và tích phân do hai nhà bác học lớn là Niu-tơn (I. Newton 1843 — 1727), 
người Anh và Lai-bơ-nit (G. Leibniz 1&4B - 1716), người Đức, sáng tạo ra đồng thời 
-_ và độc lập với nhau. 


Thực ra đây là một cuộc chạy tiếp sức của nhiều thế hệ các nhà bác học xuất sắc 
trong nhiều thế kỉ. Trước Niu-tơn và Lai-bơ-nit hai nghìn năm, nhà bác học Ác-si-mét 
đã có ý tưởng đầu tiên về phép tính tích phân. Trong bức thư gửi người bạn, ông đã 
đưa ra một phương pháp mới gọi là "phương pháp vét cạn" và đã sử dụng nó để giải 
nhiều bài toán tính diện tích, thể tích, chiều dài cung. Đó là tiền thân của phép tính 
tích phân. Sau ông nhiều nhà toán học khác cũng tham gia mở đường cho sự ra đời 
của tích phân, trong đó phải kể đến những đóng góp xuất sắc của các nhà khoa học 
như J. Kê&ple (J. Kepler), Caxa+rơrri (B. Cavalieri), Phéc-ma, Đề-các, Ba-râu (I. Barrow). 


Ngày nay các nhà nghiên cứu đều nhất trí rằng về mặt thời gian, Niu-tơn khám phá 
ra phép vi tính vi - tích phân trước Lai-bơ-nit khoảng 10 năm nhưng Lai-bd-nit lại cho 
công bố cỏng khai công trình của mình trước Niu-tơn tới ba năm. Về hình thức, phép 
tính tích phân của Niu-tơn và phép tính tích phân của Lai-bơnit khác nhau rõ rệt. 
Niu- tơn trình bày các kết quả của mình dưới ngôn ngữ Hình học, còn Lai-bơ-nit dùng 
ngôn ngữ Đại số. Các kí hiệu của Lai-bơ-nit phong phú và thuận tiện hơn nhiều so 
với các kí hiệu của Niu-tơn (dấu tích phân và các kí hiệu vi phần, đạo hàm mà chúng 
ta dùng ngày nay là của Lai-bơnit). Về sự kết hợp giữa phép tính vi — tích phân với 
các nghiên cứu về khoa học tự nhiên thì Lai-bơ-nit không sâu sắc bằng Niu-tơn 
nhưng đứng trên góc độ toán học thì phép tỉnh vi - tích phân của Lai-bd-nit thể hiện 
một tầm nhìn bao quát hơn, một trí tưởng tượng tinh tế hơn. 
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2. VÀI NÉT VỀ CUỘC ĐỜI VÀ SỰ NGHIỆP CỦA NIU-TƠN 
VÀ LAI-BƠ-NIT 


1) Niu-tơn (1643 - 1727) là nhà toán học, vật lí học, cơ học 
và thiên văn học vĩ đại người Anh. Ông sinh ra ở một vùng 
quê ở nước Anh. Người cha qua đời trước khi ông ra đời. 
Người mẹ vì quá đau buồn nên sinh ông thiếu tháng. Lúc 
mới sinh ông bé tới mức đặt được vào một chiếc cốc to. 
Không ai ngờ rằng đứa bé quặt quẹo như vậy lại có thể thọ 
tới 85 tuổi và trở thành một nhà khoa học vĩ đại như vậy. 

Niu-tơn được người đương thời mô tả là có tầm vóc trung 
bình, béo chắc, đầu luôn đội tóc giả, có đôi mắt sáng và 
thông minh. Ông sống rất giản dị, khiêm nhường, say mê › 

với công việc và rất đãng trí. Isaac Newton 


2) Lai-bơ-nit (1646 - 1716) là nhà toán học, vật lí học, triết ..n) 
học thiên tài người Đức. Ông sinh ở thành phố Lai-xích 
(Leipzig), là con trai một giáo sư triết học. Từ lúc 6 tuổi ông 
đã suốt ngày mê mải đọc sách. Năm ông 7 tuổi thì cha ông 
qua đời. Năm 15 tuổi ông đã vào đại học và học về luật 
học, triết học và toán học. Năm 20 tuổi (năm 1666) ông đã 
bảo vệ luận án tiến sĩ luật học đồng thời cũng công bố 
công trình toán học đầu tiên của mình với nhan đề : 
"Những suy nghĩ về nghệ thuật tổ hợp". Sau đó ông được 
bổ nhiệm làm quan chức ngoại giao tại Pháp. 

Những cống hiến về toán học chỉ là một phần nhỏ trong sự 
nghiệp của ông. Ở thời đại ông, người ta biết đến ông như 


một nhà ngoại giao, nhà luật học và nhà triết học. Ông biết Gơttfried Leibniz 
rất nhiều ngoại ngữ và hầu hết các kiến thức của ông đều (1646 - 1716) 
có được bằng con đường tự học. 


Lai-bơ-nit được người đương thời mô tả là có thể trạng gày gò, tầm thước, da xanh và 
cũng luôn đeo tóc giả. Trí nhớ của ông cũng khác người thường : Những điều khó 
hiểu được ông nhớ rất tốt nhưng những điều dễ hiểu thì ông lại quên ngay. 


Luyện tập 


34. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
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a) Đồ thị các hàm số y =x+, y = Ì và y = “— trong miễn x > 0, y< 1; 
b) Đồ thị hai hàm số y = x' - 4x” + 4, y = x”, trục tung và đường thẳng 
x=l; 


c) Đồ thị các hàm số y = x”, y= 4x— 4 và y= ~4x = 4. 


35. 


36. 


37. 


38 


39. 


41. 


42. 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
a) Đồ thị hai hàm số y= xŸ + 1 vày =3 — x; 
b) Các đường x = y,y=lvàx=8; 


c) Đồ thị hai hàm số y = ^Íx, y =6 — x và trục hoành. 

Tính thể tích của vật thể 7 nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = zx, biết rằng 
thiết diện của vật thể cắt bởi mặt phẳng vuông gốc với trục Óx tại điểm có 
hoành độ + (0 < x < œ) là một hình vuông cạnh là 2^/sin x. 


Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = x2, y =0, x = 0 và x = 2. Tính 
thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 
Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = cosx, y = 0, x = 0 và x = rẺ 


Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 
Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = xe?, y=0,x=0vàx= I. Tính 
thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 


. Cho hình phẳng B giới hạn bởi các đường x= ,/2sin2y,x = 0, y= 0 và y =5: 


Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình 8 quanh trục tung. 


âu húi và bài tập ôn tập chương III 


Tìm nguyên hàm của các hàm số sau (từ bài 41 đến bài 43) : 


4) y= 2x(1— x2) ; b)y= 8x — TT ; 
vÃ 
3...5 in(2x +1 
c)y= x2sin(x2 + l); đ) Hi 
cos“(2x + l) 
a)y= Te|C — ì : b)y= „q + x1? : 
X x 
2x 
c)y= ¬ ; đ) y= x©”, 
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431. 
44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


a)y= xe”; b)y= *, 
X 
Tìm hàm số y = +) nếu biết đy = 12x(3x7 - 1Ð dr và ƒ(1) =3. 
h b 
Xác định sổ b dương để tích phân [(x — x”)dx có giá trị lớn nhất. 
ũ 


` 


. 9 9 9 
Cho biết [ƒ(x)dx = —1, [ƒ(x)dx = 5, [s(x)dx = 4. Hãy tìm 
H 7 7 
9 9 
3) [-2ƒ(x)dr b) [[ƒ(z) + s(+)]4x ; 
1 : 7 
9 In 
©) [[2ƒG)—3g@9ldx ; đ [ƒG)dr 
7 ] 


Cho hàm số ƒ liên tục trên [4z ; b]. Tỉ số 
b 
l 
Pna 00w 


được gọi là giá trị trung bình của hàm sốƒ'. trên [a ; b] và được kí hiệu là mí. 
Chứng minh rằng tồn tại điểm c e [4 ; b] sao cho z0) = #(). 

Giả sử một vật từ trạng thái nghỉ khi ¿ = 0 (s) chuyển động thẳng với vận tốc 
vứ) = /(5 — /) (m/s). Tìm quãng đường vật đi được cho tới khi nó đừng lại. 
Một chất điểm A xuất phát từ vị trí Ó, chuyển động thẳng nhanh dần đều ; 
8 giây sau nó đạt đến vận tốc 6m/s. Từ thời điểm đó nó chuyển động thẳng 
đều. Một chất điểm Ö xuất phát từ cùng vị trí Ó nhưng chậm hơn 12 giây so 
với Á và chuyển động thẳng nhanh dân đều. Biết rằng 8 đuổi kịp A sau 8 giây 
(kể từ lúc xuất phát). Tìm vận tốc của 8 tại thời điểm đuổi kịp A. 

Tính các tích phân sau : 


b4 


2 2 3 

a) l sin2xdk ; b) [g@x+? +ldr;  c) lệ . Ie* 2 đx 
0 1 : 2 

Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi : 


a) Đồ thị các hàm số y= 4—x?,y=-x+2; 
b) Các đường cong có phương trình x = 4-4y Vàx =1 cả: trong miễn x > 0. 
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32. 


53. 


34. 


5. 


56. 


57. 


S8. 


39, 


Tính diện tích của các hình phẳng giới hạn bởi : 

a) Parabol y= x =3y+2 tiếp tuyến của nó tại điểm Ä⁄(3 ; 5) và trục tung ; 
b) Parabol y = — x? +4x— 3 và các tiếp tuyến của nó tại các điểm A(0 ; —3) và 
BG ;0). 


Tính thể tích của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = 2, biết rằng thiết 
diện của vật thể bị cất bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 
hoành độ x (0 < x < 2) là một nửa hình tròn đường kính ^/5 xˆ.. 


Xét hình phẳng giới hạn bởi đường hypebol y = : và các đường thẳng y = l, 
y=4, x=(0. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng 
đó quanh trục tung. Ỹ 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đồ thị hàm số y = vcos x (0 <x< ;] và hai 
trục toạ độ. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay A quanh 
trục hoành. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình x(y + 1) = 2 và 
các đường thẳng x = 0, y = Ö, y = 3. Tính thể tích khối tròn xoay tạo được khi 
quay Ả quanh trục tung. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình x — y = 0 và các 
đường thẳng y = 2, x = 0. Tính thể tích khối trồn xoay tạo thành khi quay Ả 

a) Quanh trục hoành ; b) Quanh trục tung. 


tol— 


xX 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình y = x” e? và các 
đường thẳng x = I, x = 2, y = 0. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi 
quay A quanh trục hoành. 


Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình yŸ = x” và các 
đường thẳng y = Ö, x = l trong miền y > 0. Tính thể tích khối tròn Xoay tạo 
được khi quay A 


a) Quanh truc hoành ; b) Quanh trục tung. 
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60. 


61. 


62. 


63. 


6š. 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


Giả sử | 


5 
Đy = Ìnc. Giá trị của c là 
h 2x -—I ` 
(A)9; (B)3; „ (G81; (D)8. 
2 
Giá trị của [?c”+ là 
\) 


(A) et; (B) eÝ—l; ( 4ef'; — (D)3e2—1. 
§) 
Giá trị của [x”(x + ÐÌ4v là 
¬] 
3= nỗ ... (@ (Ð) =- 
70” 60 ˆ 60` 
Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi đường 
thẳng y = 4x và đô thị hàm số y = +” là 


(A)4; (B)5; (O3; (DĐ 35. 


.- Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi hai đường 


thẳng y = 8x, y = x và đồ thị hàm số y = x` là 
(A) 12; (B) 15,75 ; (C) 6,75; (D)4. 


Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi đường 
thẳng y = 2z và đồ thị hàm số y = x' là 


4 . 3 . BEÁN 


1? - GI12-NC-B 


66. Cho hình phẳng A giới hạn bởi đồ thị hai hàm số y = xŸ và y=6— |x|. Thể 
tích khối tròn xoay tạo được khi quay Á xung quanh trục tung là 
(A) ST: — (Bì 9m; (C) 8r; GD) S 


67. Cho a, b là hai số đương. Gọi K là hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ hai, 
giới hạn bởi parabol y = ax” và đường thẳng y = ~bx. Thể tích khối tròn xoay 


tạo được khi quay X xung quanh trục hoành là một số không phụ thuộc vào 
giá trị của a và b nếu 4 và b thoả mãn điều kiện sau 


(A) b* = 2a) ; (B) b`= 2a” ; (C)b`=2a”; (D) b' = 24. 
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Chương này cho ta biết tập hợp số phức, một tập 
hợp số chứa tập hợp số thực, với các quy tắc tính 
toán tương tự, trong đó mọi số thực âm đều có căn 
bậc hai, mọi phương trình bậc hai đều có nghiệm. Ta 
còn biết nhiều ứng dụng khác của số phức trong đại 
số, trong hình học và trong lượng giác. 

Học sinh cần rèn luyện ki năng tính toán với số phức, 
hiểu ý nghĩa của việc xây dựng tập hợp số phức và 
giải được một số bài tập đơn giản về số phức. 


SỐ PHỨC 


1. Khái niệm số phức 


Ta đã biết rằng các phương trình x*È+1=0,x +4=0 không có nghiệm thực. 
Một cách tổng quát các phương trình bậc hai với hệ số thực Ax? + Bx+C =0 mà 
biệt thức A < O, chẳng hạn xˆ - 2x + 2 = 0 (biệt thức A = -4), đều không có 
nghiệm thực. 


Sự phát triển của toán học, khoa học đòi hỏi phải mở rộng tập hợp các số thực 
thành một tập hợp số mới gọi là tập hợp các số phức, trong đó có các phép 
toán cộng và nhân với các tính chất tương tự phép toán cộng và nhân số thực 
sao cho các phương trình nói trên đều có nghiệm. 


Muốn thế, người ta đưa ra số ¿ sao cho bình phương của nó bằng —1. Khi đó ; 
là một nghiệm của phương trình xŸ + 1 = 0 và 2¡ là một nghiệm của phương 
trình x°+4=0 ; còn 1+¿ là một nghiệm của phương trình x?-2x+2=0, 
tức là phương trình (x ~ Ÿ +1 =0,... Các số a + bị (a,b eIR) gọi là các 
số phức. 

Với các số phức, người ta còn chứng minh được rằng mọi phương trình bậc 2, 
3,4, ... đều có nghiệm (phức). Số phức cũng liên quan chặt chế với hình học 


phẳng, với lượng giác ,... (xem bài Em có biết “Vài nét lịch sử phát triển 
số phức", trang 197). 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Một số phức là một biểu thức dạng a + bỉ, trong đó a và b là 


những số thực và số ¡ thoả mãn ¡Ÿ = - I. Kí hiệu số phức đó là 
z Và viết z = a4 + bị. 


¡ được gọi là đơn vị ảo, a được gọi là phân thực và b được gọi 
là phần ảo của số phức z = a + bị. 


Tập hợp các số phức được kí hiệu là Œ. 
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CHÚ Ý 

Số phức z = ø + 0 có phần ảo bằng 0 được coi là số thực và viết là 
a+0i=aeRcC. 

Số phức có phần thực bằng 0 được gọi là số đo (còn gọi là số thuần ảo) : 
z=0+bi=bi¡ (be) ;:=0+1¡i= l. 


Số 0=0+ 0 =0/ vừa là số thực vừa là số ảo. 


Ví dụ 1 
Số phức z = 2 + V3¡ có phần thực bằng 2, phần ảo bàng x/3. 


Số phức z = - ¡ (tức là (—1)¡) có phần thực bằng 0, phần ảo bằng —I ; đó là 
một số ảo. 


ĐỊNH NGHĨA 2 
Hai số phức z = 2ø + b¡ (a,belR),z'=a'+bi (a2,b`eắR) 
gọi là bằng nhau nếu 


a=da, b=b. 


Khi đó ta viết z = z'. 
[Hf| khi nào số phức a + bị (a, b c R) bằng 0 ? 


Biểu diễn hình học số phức 

Ta đã biết biểu diễn hình học các số thực bởi các điểm trên một trục số. 

Đối với các số phức, ta hãy xét mặt phẳng toạ độ Óxy. Mỗi số phức 
z =a+ bi (a,beR) được biểu diễn bởi điểm M có toạ độ (2; b). Ngược 
lại, rõ ràng mỗi điểm M(2 ; b) biểu diễn một số phức là z = ø + bị. Ta còn 
viết M(a + bi) hay M(z). 

Vì lẽ đó, mặt phẳng toạ độ với việc biểu diễn số phức như thế được gọi là /zã! 
phẳng phức. 

Gốc toạ độ Ó biểu diễn số 0. 


Các điểm trên trục hoành Øx biểu diễn các số thực, do đó trục Óx còn được 
gọi là rrục thực. 


\ 


Các điểm trên trục tung ÓØy biểu 
điễn các số ảo, do đó trục Óy còn 
được gọi là rực ảo. 

Trên hình 4.1 có các điểm O, A, B, 
C, D, E, F theo thứ tự biểu diễn các 
số phức 0, 1, ¡, 2, -2i, 1 + 2¡, 2 —i. 


3. Phép cộng và phép trừ số phức 
a) Tổng của hai số phức 


Hình 4.1 


ĐỊNH NGHĨA 3 
Tổng của hai số phức z = ø + bỉ, z' = 4` + b'ỉ (a, b, đ', b' c ]R) 
là số phức 
z+z'=a+a'+(b+bìỳi. 
Như vậy, để cộng hai số phức, ta cộng các phần thực với nhau, cộng các phần 
ảo với nhau. 
Ví dụ2.Tacó (3+ï)+(2-3)  =5~2i ; 
qd-2)+(+2¡) =3; 
(2-2) +(-2+3i) =i. 
b) Tính chất của phép cộng số phức 


Từ định nghĩa 3, dễ thấy phép cộng các số phức có các tính chất sau đây, 
tương tự phép cộng các số thực. 


se Tính chất kết hợp : 

(z+z)+z"=z+Œ'`+2z') với mọi z, z!,z" e C. 
e Tính chất giao hoán : 

z+z'=z'+2 với mọi z, z' eCŒ. 
® Cộng với 0 : 

z+0=0+z= z với mọi z e C. 


e Với mỗi số phức z = ø + ð¡ (a, b e R), nếu kí hiệu số phức —đ — bỉ là —z 
thì ta có 

z+(—z) =(-z)+z =0. 
Số -z được gọi là số đối của số phức z. 
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|H2l Trong mặt phẳng phức, cho điểm M biểu diễn số z. Hãy tìm điểm biểu diễn 
SỐ -Z. 


c) Phép trừ hai số phức 
ĐỊNH NGHĨA 4 


Hiệu của hai số phức z và z' là tổng của z với -z, tức là 


z—Z2`=z+(-z}. 


Nếu z = a+ bi, z'=a'+b'i (a,b,a, b eR) thì 
Zz—z`=a—qa ` +(b— bì}. 
d) Ý nghĩa hình học của phép cộng và phép trừ số phức 
Trong mặt phẳng phức, ta đã coi điểm M có toạ độ (z ; b) biểu diễn số phức 
z=a+ bi. Ta cũng coi mỗi vectơ # có toạ độ (;b) biểu diễn số phức 
z=a+ bi. 
Khi đó, nói điểm biểu diễn số phức z cũng có nghĩa là vectơ OM biểu 
diễn số phức đó. 
Đễ thấy rằng, nếu #, #' theo thứ tự biểu diễn các số phức z, z' thì 
ñ + ' biểu diễn số phức z + z', 
ñ — ' biểu điễn số phức z = z'. 
Ví dụ 3. Quan sát hình 4.2, ta thấy : 
Vectơ OM = ïi có toạ độ (1 ; 3) 
biểu diễn số phức z = l + 3i ; 
Vectơ OM' = ' có toạ độ (2; 1) 
biểu diễn số phức z' = 2 + ỉ ; 


Vecơ OP =ï+ï' có toạ độ 
(;4) biểu diễn số phức 
z+z'=3+Áái ; 

Vectơ O0=MM'=ï~ii có toạ 
độ (1 ; -2) biểu diễn số phức 
z—z =l~- 2i. 


4. Phép nhân số phức 
a) Tích của hai số phức 
Cho hai số phức z = ø + bị, z'=a+~b'ï (a,b,a', b` e ). Thực hiện phép 
nhân một cách hình thức biểu thức ø + bí với biểu thức a'+ ð'i, rồi thay 
¡Ẻ =-—I, ta được 
(a + b))(4' + b'ì) = aa' + bb'Ì? + (ab' + a'b)i 
= ga`T— bb` + (ab'` + a b)i. 
Điều đó dẫn ta đến định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 5 
Tích của hai số phức ¿ = z + 0i và z' = a' + b'¡ (a,b,a,b'cR) 
là số phức 
Z2` = aa` — bb'` + (ab' + a`b)i. 
Ví dụ 4. Ta có 
2—Ð9q +20 =(2+2)+(4- li = 4+ 3¡ ; 
2+Ð@-0Ð =(4++l)+(-2+2)¡i=5; 
(2+0)1+20) =(2~2)+ (4+ Di = 5¡. 
Nhận xét. Với mọi số thực k và mọi số phức a + bi (4, b e ]R), ta có 
kía + bị) = (À + 00(a + bị) = ka + kbi, 


đặc biệt 0z = Ö với mọi số phức z. 
[H3] Nếu vecl0 ii biểu diễn số phức ¿ thì vecf0d ki (k e R) biểu diễn số phức nào ? 


Vĩ sao 2? 


Ví dụ 5. Trong mặt phẳng phức, nếu điểm ÄM biểu diễn số phức z, điểm M⁄" 
biểu diễn số phức z' (Ä khác M ) thì trung điểm P của đoạn thẳng MM' biểu 


diễn số phức zứ +z?. Điều đó suy ra từ hệ thức ÓP = 2(0M + OM `). 
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Xót số phức z = x + yi (x, y e R). Tính z2 và tìm tập hợp các điểm của mặt 
phẳng phức biểu diễn các số phức z sao cho zˆ là số thực. 
b) Tính chất của phép nhàn số phức 


Từ định nghĩa 5, dễ thấy rằng phép nhân các số phức có các tính chất sau đây 
tương tự phép nhân các số thực. 


e Tính chất giao hoán : 
zz' =z`z Với mọi z,z` e Œ, 
e Tính chất kết hợp : 


(2z 3z” = z(z`z”) với mọi z, z`,z"” e Œ. 


s Nhân với Ì : 
l.z=z.l=z với mọi 7z eC, 

e Tính chất phân phối (của phép nhân đối với phép cộng) : 
z(z' + z") = ZZ'+ 7z” với mọi z,z', z2” e(., 


Từ các tính chất nói trên ta có thể thực hiện phép toán cộng và nhân các số 
phức theo các quy tắc như phép toán cộng và nhân các số thực. 
Vị dụ 6. (z + z)(2-z)=zZz+zZÌ2—zz'—z'7'= z22—z2 


(z+z)G+z)=(+ LÊN =221+22'+z h 


(b)ˆ = bi” = —b” (be) ; 


3 L2 -. 2u lL,Ủ=i; 
(+ Ð = 1+3 + 3 tí” = -2 + 2i, 
[H5] Hãy phân tích z2 + 4 thành nhân tử. 
5. Số phức liên hợp và môđun của số phức 


a) Số phức liên hợp 
ĐỊNH NGHĨA 6 


Số phức liên hợp của z = a + b¡ (a, b e R) là a — bị và được 
kí hiệu bởi 7. 


I8§6 


)hŸ 


« Rõ ràng z =z nên người ta còn nói z và Z 
là hai số phức liên hợp với nhau (gọi tắt là Hình 4.3 
hai số phức hên hợp). 


Hai số phức liên hợp khi và chỉ khi các điểm biểu diễn của chúng đối xứng 
với nhau qua trục thực Øx (h.4.3). 
Chứng minh rằng số phức z là số thực khi và chỉ khi 7 = 7. 


« Từ định nghĩa 6, đễ suy ra : 
Với mọi số phức z, z', ta có 


z+7Z'=zZ+17`; 


Chứng minh rằng với mọi số phức z = a + bì (a,b c R), ta có z7 = a? +b, 


b) Môđun của số phức 


Ta đã biết giá trị tuyệt đối của số thực ø là 
khoảng cách từ điểm biểu diễn a đến gốc toạ 
độ trên trục số. Dễ thấy rằng khoảng cách từ 


điểm M biểu diễn số phức z = ø + bí (a,b e R) 
đến gốc toa độ Ó của mặt phẳng phức là 


|OM| = va? + ? - 4Ø th444). 


ĐỊNH NGHĨA 7 


Môđun của số phức z2 = ¿ + bị (a, b e R) là số thực không âm 


w4? + bˆ và được kí hiệu là |z|. 
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Ví dụ 8. l| =1 ; ]l + 2¡| = VL+ 22 = 45. 


Nhận xét 
1) Nếu z là số thực thì môđun của z là giá trị tuyệt đối của số thực đó. 
2) z =0 khi và chỉ khi |z| = 0. 


Ví dụ 9, Trong mặt phẳng phức, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z sao 
cho z| = I là đường tròn bán kính I với râm tại gốc toa độ. 


Chứng minh rằng |z\| = |zÌ với mọi số phức z. 
Phép chia cho số phức khác 0 


Cho số phức z=a+bỉ (a b e W) khác 0. Chứng minh rằng số 


z 1z ~~ —s(a~bÐ = ——š là số thoả mãn zz 1 = 1, 
a“+b |z| 
ĐỊNH NGHĨA 8 
¬ + + t2 F4 ` ~ 1 — 
Số nghịch đảo của số phức z khác 0 là số z~! = ng 


Ìz| 
1 


Thương = của phép chia số phức z' cho số phức z khác 0 là 


+ h) Ũ “2 ˆ 2 . 2 + 2 Z ›— 
tích của z' với số phức nghịch đảo của z, tức là — = z`z : 
Z 


Như vậy 


M ' 


Do —=———= —— nên để tính — ta chỉ việc nhân cả tử số và 
7 #z Z 
mẫu số với z. 


Ví dụ 10 


I+i (l+Ðd-Ð 2 
V2 +2 _ W|2+20(2+20) - Q2+202 _ ~2+4đ2i - -1+ 242i, 
(hi ho lháo BheC II “TỶ = 


J2-2¡ (Q2-20|2+2D (2242 6 
~ =-Ì. 

H 

Nhận xéi 


U Với z #ÔÖ, ta có : =1.2! =z1, 
2) Dễ thấy rằng thương = là số phức +: sao cho z+ = z!. Từ đó có thể nói 
phép chia (cho số phức khác 0) là phép toán ngược của phép nhân. 

H10, Tim số phức z thoả mãn (I + 2i)z = 32 — í. 


âu húi và hài lập 


Cho các số phức 
2+3i;1+ 2i; 2—¡. 
a) Biểu diễn các số đó trong mặt phẳng phức. 
b) Viết số phức lên hợp của mỗi số đó và biểu diễn chúng trong mặt 
phẳng phức. 
c) Viết số đối của mỗi số phức đó và biểu diễn chúng trong mặt phẳng phức. 
Xác định phần thực và phần ảo của mỗi số sau : 
a)¡ +(2— 4) - (— 20) ; b) (V2 + 3Ÿ ; 
e) (2+ 3) — 3) ; — đí2~Ð@+Ð. 
Xác định các số phức biểu diễn bởi các đỉnh của một lục giác đều có tâm là _ 
gốc toa độ Ó trong mặt phẳng phức, biết rằng một đỉnh biểu diễn số ¡. 


Thực hiện phép tính 

Ec, 1 3-2 3-4Ai 

2-3” +1 4s. ÔNG 4i 
EE-.N 


I89 


- 
2 


Cho z=-—-~+ 


Hãy tính : : t7 22. (Ø3 :l+z+Z?. 
Z 

Chứng minh rằng : 

a) Phân thực của số phức z bằng sứ +7), phần ảo của số phức z bằng 


| = 
2i ~?) : 
b) Số phức z là số ảo khi và chỉ khi z = - Z ; 


c) Với mọi số phức z, z|, ta có z+zÌ=z+z, zz'=7Z.Z', và nếu z #0 thì 


Chứng minh rằng với mọi số nguyên m > Ö, ta có 
m =] : m1 Kia =mắ" =¿-Ï# j¿mt3 = 


Ũ —l. 

Chứng minh rằng : 

a) Nếu vectơ của mặt phẳng phức biểu diễn số phức z thì độ đài của vectơ 
ø là lữ| = |z|, và từ đó nếu các điểm 4, As theo thứ tự biểu diễn các số phức 


Z¡, 7 thì |Ai4;| =lz2T—z{¡ 


b) Với mọi số phức z, z', ta có |zz| = |z|ÍzÌ và khi z # 0 thì 


: |z† 


2 


la 


z| 


c) Với mọi số phức z, 2z, (a có |z + z'| < |s| + lz†. 


Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z 
thoả mãn từng điều kiện sau : 


a)lz—i1=L; b|#=ÏJ=1; - c)l2|=lz-3+4i 
z+ỉ 
Luyện tận 
10. Chứng minh rằng với mọi số phức z # Ì, ta có 
10 
122 24x SE 
z—Ì 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Hỏi mỗi số sau đây là số thực hay số ảo (z là số phức tuỳ ý cho trước sao cho 


biểu thức xác định) 2 

_ TIẾT 

71+); ¬—— : ”; nh UI 
z?+(Z) l+zZ 


Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu điễn các số phức z 
thoả mãn từng điều kiện sau : 

a) z? là số thực âm ; b) z? là số áo ; 

©) z2 =G) ¡ đ — 


- là số áo. 
CÁ Ă/ 


Tìm nghiệm phức của các phương trình sau : 


a)iz+2—1=0;y b)(2+30)z=z—l; 
c(2-Z-4=0: đ) (z — JŒ + 3)(Œ —2 +30) =0; 
e)z2+4=0. 


a) Cho số phức z = x + y¡ (x, y e lR). Khi z z ¡, hãy tìm phần thực và phần 


Ta ha 
ảo của số phức 
mm 


b) Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z 


` +ỷ Q. 
thoả mãn điều kiện = là số thực dương. 


a) Trong mặt phẳng phức, cho ba điểm A, B, C không thẳng hàng theo thứ tự 

biểu điễn các số phức z¡, z;, 2¿. Hỏi trọng tâm của tam giác ABC biểu diễn 

số phức nào ? 

b) Xét ba điểm A, B, C của mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn ba số phức 

phân biệt z¡, z;, z¿ thoá mãn Iz| = lz›| = l2a|. 

Chứng minh rằng A, 8, C là ba đỉnh của một tam giác đều khi và chỉ khi 
7+7 t7aạ=0.- 

Đố vui. Trong mặt phẳng phức cho các điểm : Ó (gốc toa độ), A biểu diễn 

số 1, 8 biểu điễn số phức z không thực, A' biểu diễn số phức z` # 0 và E' biểu 

diễn số phức zz'. 

Hai tam giác OAB, O4'B' có phải là hai tam giác đồng dạng không 2 
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Š 


CĂN BẬC HAI CỦA SỐ PHỨC 
VÀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


`` “#Nw_..A.aaAa 


I1. Căn bậc hai của số phức 
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ĐỊNH NGHĨA 


Cho số phức w. Mỗi số phức z thoả mãn zˆ =w được gọi là 
một căn bậc hai của w. 


Nói cách khác, mỗi căn bậc hai của w là một nghiệm của phương trình 


z2 —w =0 (Với ẩn z). 


Có thể tìm căn bậc hai của số phức w như sau : 


a) Trường hợp w là số thực 
Đề thấy rằng căn bậc hai của Ô là 0. 


Xét số thực w = a z0, 


Khi ¿ >0 thì z2 - a =(2~— ⁄a)(z + va). Do đó, z2 — a = 0 khí và chỉ khi 
z =a hoặc z = -đa. Vậy a có hai căn bậc hai là da và -va. 


Khi a<0 thì z2 - a = (z - Ta) + V-a ¡). Do đó, z2 — a = 0 khi và chỉ 
khi z=x—a¿ hoặc z=-v-~ai. Vậy a có hai căn bậc hai là ý—2¡ và —-VJ—aï. 


Ví dụ 1. Hai căn bậc hai của —1 là ¿ và ~¿. 
Hai căn bậc hai của -a? (az là số thực khác 0) là ai và —đ. 
h) Trường hợp w = a + bỉ (a, b e \), b z 0 


z=x + yí (x,y e W) là căn bậc hai của w khi và chỉ khi zˆ = w, tức là 


(x+ yÙ” = a+ bi. 


Do (x + yjÖˆ = xŸ — yˆ + 2xy¡ nên zˆ = w khi và chí khi 
x)~y ` =a 
kê =b. 
Vậy để tìm các căn bậc hai của w = a + bi ta cần giải hệ phương trình này. 


Mỗi cặp số thực (x ; y) nghiệm đúng hệ phương trình đó cho ta một căn bậc 
hai x + y/ của số phức a + b¡. 
Ví dụ 2 


a) Tìm các căn bậc hai của —5 + 12¡, tức là tìm các số phức x + yi (x, y c R) 


sao cho (x + yÖŸ = -Š + l2? nên ta cần giải hệ phương trình 


x-y?=-5 
2xy =2. 


Phương trình thứ hai cho y = = = thay vào phương trình thứ nhất, ta có ; 


2x 
36 
xi =-5 [xtx+5x?-36=0 [x2 =4 
+ © c 
6 _6 _6 
yết ca, }= y X 


Hệ này có hai nghiệm (2 ; 3) ; (—2 ; —3). 
Vậy có hai căn bậc hai của —5 + 12¡ là 2 + 3¡ và —2 — Âi, 


b) Tìm các căn bậc hai của ¡ tức là tìm x+y/ (x, y € R) sao cho 


(x + yÖ” = ¡ nên ta cân giải hệ phương trình 


x2—y?=0 
2xy =l. 


Dễ thấy nó có hai nghiệm KP : i : l v2 


Vậy ï có hai căn bậc hai là LẦU +j). 
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se Một cách tổng quát, có thể chứng minh rằng 


* Số 0 có đúng mội căn bậc hai là 0. 


* Mỗi số phức khác 0 có hai căn bậc hai là hai số đối nhau 
(khác 0). 


Đặc biệt, số thực z dương có hai căn bậc hai là va và -2 ; 
số thực ¿ âm có "hai căn bậc hai là /—a2¡ và -v~a ỉ. 


[H1| Biết một căn bậc hai của wị là z¡ và một căn bậc hai của w; là z;. Hãy tìm 
tất cả các căn bậc hai của ww›. 


2. Phương trình bậc hai 
Nhờ tính được căn bậc hai của số phức, đễ thấy mọi phương trình bậc hai 
A2? + Bz+C=0 q) 
trong đó A, B, C là những số phức, (4 # 0) đều có hai nghiệm phức (có thể 


trùng nhau). Việc giải phương trình đó được tiến hành tương tự như trong 
trường hợp 4, B, C là những số thực. Cụ thể là : 


Xét biệt thức A = 8” - 4AC, 
* Nếu A # Ô thì phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt 


„= B+tô NT ƒ..=. 
L 2A “2” 2A 


trong đó ó là một căn bậc hai của A. 


* Nếu À = 0 thì phương trình (1) có nghiệm kép 


Đặc biệt, khi A là số thực dương thì hai nghiệm của phương trình (1) là 


s E..n : 
2Ị _TB+A, Z2 - -8 —VA ; khi Á là số thực âm thì hai nghiệm của 
2A 2A 
h : —B+V-Ai -B—ý-Ài 
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Ví dụ 3 


a) Phương trình z? - z +1 =0 có biệt thức A = - 3 nên nó có hai nghiệm 


Am. 
phân biệt là _-= 


b) Phương trình zŸ + (~2 + j)z ~ 2¡ = 0 có biệt thức 
A=(-2+0 +8 =3+4i=(2+0ˆ 
nên nó có hai nghiệm là 


zị =gI2~f+(2 +0] =3 và s; =g [2= = @ + 0] =Tt 


|H2Ì Xét phương trình bậc hai 
Az? + Rz+C=0 
trong đó A, B, C là những số thực, A # 0Ö. Chứng mính rằng nếu ;ạ cC là một 
nghiệm của phương trình thì zạ cũng là một nghiệm của nó. 
CHÚ ŸÝ 
Trên đây, ta đã thấy mọi phương trình bậc hai (với hệ số phức) có 


hai nghiệm phức (có thể trùng nhau). Hơn nữa, người ta còn chứng 
minh được rằng mọi phương trình bậc ø 


Aoz" + AT +. + Áy j2 4+ Á,=0 


(trong đó ø là một số nguyên dương, Áo, Ái,.... Á„ là nư+ Ï số 
phức cho trước, 4o # 0) luôn cố ø nghiệm phức (không nhất thiết 
phân biệt). 


Tính chất quan trọng này của tập hợp các số phức là nội đụng của 
một định lí gọi là Định lí cơ bản của đại số. 


Câu húi và bài tập 
17. Tìm các căn bậc hai của mỗi số phức sau : 
Tỉ ï Ai: =4; 1+ ANi, 
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18. 
19. 


20. 
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Chứng ruinh rằng nếu z là một căn bậc hai của số phức w thì |z| = v|w|. 
Tìm nghiệm phức của các phương trình bậc hai sau : 


a) z?=z+H; 
b)z2+2z+5=0; 
c)z2+(1—37)z -2đ+=0. 


Chú ý : Có thể dùng máy tính bỏ túi để tìm nghiệm (gần đúng) của phương 
trình bậc hai với hệ số thực ngay cả khi nghiệm của nó không phải là số thực. 
Chẳng hạn, dùng máy tính bỏ túi CASIO ƒš-500MS để giải phương trình 
x” —6+ + 58 = 0 thì ấn 


[MODE [MOĐE]| 1 |MODE] 2 (để vào chương trình giải phương trình bậc 
hai), ấn tiếp 


1L Íz[ -6 |=| 58 (để đưa vào các hệ số của phương trình) ; ấn tiếp 

|=| : trên màn hình hiện xÍ = 3; ấn tiếp 

SHT| [Re ‹> Im| : trên màn hình hiện x1 = 7, (điều đó có nghĩa là 
nghiệm thứ nhất là 3 + 77) ; ấn tiếp 

I=] : trên màn hình hiện x2 = 3 ; ấn tiếp 

SHIFT | Re <> Im| : trên màn hình hiện x2 = —7.,, (điều đó có nghĩa là 
nghiệm thứ hai là 3 — 7). 

(Thực ra, chỉ cần biết nghiệm thứ nhất là 3 + 7¡ thì đã suy ra ngay nghiệm thứ 
hai là 3 + 7i — 3 ~ 7i). 

a) Hỏi công thức Vi-ét về phương trình bậc hai với hệ số thực có còn đúng cho 
phương trình bậc hai với hệ số phức không 2 Vì sao ? 


b) Tìm hai số phức, biết tổng của chúng bằng 4 - ¡ và tích của chúng bằng 
5d~0Ø. 


c) Có phải mợi phương trình bậc hai z” + 8z + C =0 (P,C là hai số phức) 
nhận hai nghiệm là hai số phức liên hợp không thực phải có các hệ số 8, C là 
hai số thực 2 Vì sao ? Điều ngược lại có đúng không ? 


21. a) Giải phương trình sau : 
(2 +0Œ? ~ 2iz — 1) = 0. 
b) Tìm số phức 8 để phương trình bậc hai z2 + Bz + 3í =0 có tổng bình 
phương hai nghiệm bằng 8. 
22. Đố vui. Một học sinh kí hiệu một căn bậc hai của -—1 là M-I và tính 
⁄—1.V—L như sau : 
a) Theo định nghĩa căn bậc hai của —I thì /—I.V—1 = - 1. 


b) Theo tính chất của căn bậc hai (tích của hai căn bậc hai của hai số bằng căn 
bậc hai của tích hai số đó) thì 


v-1.v-t =.©D.CD =T =1. 
Từ đó, học sinh đó suy ra —Í = l. 


Hãy tìm điều sai trong lập luận trên. 


VÀI NÉT LỊCH SỬ PHÁT TRIỂN SỐ PHỨC 


Từ lâu, người ta đã biết công thức nghiệm của phương trình bậc hai 

ax? + by +c =0 (az0). 

Hỏi có chăng công thức nghiệm của phương trình bậc ba 
ax) + by) tcx+d<0 (zaz0) 

(chỉ dùng phép tính cộng, trừ, nhân, chia, lấy căn 

trên các hệ số) ? 

Đến thế kỉ XVI, Cácđanô (G. Cardano, 1501 - 1576, 

người Ý) tìm ra một công thức như thế ; nhưng dù z, 


b, c, d là những số thực và chỉ nhằm tìm nghiệm 
thực, công thức vẫn đề cập đến số phức. 


Chẳng hạn, với phương trình x” + px +4 =0 (p, ạ là “ TNc . 
hai số thực cho trước) thì công thức nghiệm có dạng 
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l 4. |4”. ph dị 4 lệ p` 
SN 8 016 2 o2 N4 2 
,¿ 


3 


Cụ thể là gợi đ là một căn bậc hai của £— mm lấy w,v sao cho Du =- tổ, 
3_ _đ R __P = › lã h 3 =: 
D ===p (mà An) thì x=„u+v là một nghiệm của x' + px + ø = 0. 


2 3 
Nếu _n + » < 0 thì ta gặp căn bậc hai ä của số thực âm nhưng kết quả w + v có 


thể vẫn là số thực. 


2 3 
Ví dụ, với phương trình xÌ-15x—4=0 thì SS+?_=-121 ; 


Pin , lấy đ=lI thì 


c“+ổ=2+1li=(2+0Ÿ; =2-ổ=2~1li=(@=0Ÿ, Vậy lấy w=2+¡, 
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v= -ø = s¬-Š] thì z+ v = 4 là một nghiệm của phương trình xì =15x~4=0, 


Tuy công thức nghiệm phương trình bậc ba mang tên Các-đa- nô nhưng thực ra, 
Tác-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1499 - 1557, người Ý) đã tìm được lời giải nhiều kiểu 
phương trình bậc ba và tiết lộ phương pháp giải cho Các-đa-nô. Nhờ đó Các-đa-nô 
tìm ra lời giải tổng quát và công bế nó vào năm 1545. Một học trò của Các-đa-nô là 
Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522 ~ 1565, người Ý) tìm ra cách giải phương trình bậc bốn bằng 
cách đưa về giải một phương trình bậc ba. 


Việc các nhà toán học Ý táo bạo dùng các biểu thức chứa những số đang còn có vẻ 
bí ẩn (số ảo) để đến được kết quả thực dần dà cũng làm cho các nhà toán học chấp 
nhận sử dụng kí hiệu a +bx/—I (z, b là hai số thực) khí giải phương trình bậc hai, 
bậc ba, bậc bổn trong thế kỉ XVII. 

Sang đầu thế kỉ XVIH, Moa-vrơ (A. De Moivre, 1667 — 1754, người Anh) fìmn được mối 
liên quan giữa căn của số phức với lượng giác. Năm 1746, Đa-lăm-be (J. D'Alembert, 
1717 - 1783, người Pháp) đưa ra chứng minh đầu tiên định lí cơ bản của đại số. Ơ-le 
(L. Euler, 1707 ~ 1783, người Thuy Sĩ) cũng nghiên cứu vấn đề này và chính Ơ-le đã 
dùng kí hiệu ¿ để chỉ đơn vị Ảo. Gau-xơ (C. Gauss, 1777 ~- 1855, người Đức) đưa ra 
chứng minh đầy đủ định lí cơ bản của đại số vào năm 1799, 


Đến thế kỉ XiX, lí thuyết hàm số biến số phức được phát triển mạnh (những người 
đóng góp lớn là Cô-si (A.L. Cauchy, 1789 — 1857, người Pháp), Ri-rian (B. Riemamn, 
1826 - 1868, người Đức), ...). Ngày nay số phức xuất hiện trong nhiều nghiên cứu 
toán học, vật lí, khoa học, kí thuật. 


Luyện tận 


: HI. Š 1 : Ÿ 
23. Tìm nghiệm phức của phương trình z + ch k trong các trường hợp sau : 


a)k=1; b) &= V2 ; c) k=2i. 
24. Giải các phương trình sau trên (tức là tìm nghiệm phức của các phương trình 


đó) và biếu diễn hình học tập hợp các nghiệm của mỗi phương trình (trong 
mặt phẳng phức) : 


a) 7+1 =0; ` Bz-1=0; 
cz!+4=0; d) 82 +8z =z +1. 
25. a) Tìm các số thực b, c để phương trình (với ẩn z) 

22+bz+c=0 

nhận z = I + ƒ làm một nghiệm. 

b) Tìm các số thực a, b,c để phương trình (với ẩn z) 
z2+đz° +bz+c=0 

nhận z = l + ¡ làm nghiệm và cũng nhận z = 2 làm nghiệm. 


26. a) Dùng công thức cộng trong lượng giác để chứng minh rằng với mọi số 
thực ø, ta cố 


(cosø + /sin Ø = coS2Ø + /sin 22. 


Từ đó hãy tìm mọi căn bậc hai của số phức cos2ø + ¿sin2ø. Hãy so sánh 
cách giải này với cách giải trong bài học ở §2. 


b) Tìm các căn bậc hai của  ộ — ?) bằng hai cách nói ở câu a). 


199 


ề 


1. 


200 


DẠNG LƯỢNG GIÁC CỦA SỐ PHỨC VÀ 
ỨNG DỤNG 


MHjNỰ ỒỀẼỀẼẽ 75 


Số phức dưới dạng lượng giác 


a) Acgumen của số phức z # 0 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho số phức z#0. Gọi M là điểm trong mặt phẳng phức biểu 
điễn số z. Số đo (radian) của mỗi góc lượng giác tia đầu Óx, tia 
cuối ØM được gọi là một acgumen của z . 


CHÚ Ý 
Nếu ø là một acgumen 


của z (h.4.5) thì mọi 
acgumen của z có đạng 


@ + k2r, k e Z.. (Người 
ta thường nói : Acgumen 
của z#0 xác định sai 


khác k2m, k e 2). 


Ví dụ 1 (h.4.6). 

a) Số thực đương tuỳ ý có một acgumen _ 
là 0. 

b) Số thực âm tuỳ ý có một acgumen 
là mm. 


c) Các số 3¡, -2¡ và l +¡ theo thứ tự 


có một acgumen là 5 Sa 


3. 4 


Nhận xét 
Hai số phức z và ƒz (với z # 0 và ỷ là số 
thự dương) có acgumen sai khác 


k2x,keZ.,vì các điểm biểu diễn của 


chúng cùng thuộc một tia gốc Ø (h.4.?). 


|R†Ì Biết số phức z # Ö có một aogumen là ọ. 
Hãy fìm một acqumen của mỗi số phức sau : 


b) Dạng lượng giác của số phức 
Xét số phức z = a + bị # 0 (a, b c R). 


Kí hiệu r là môđun của z và ø là một 


acgumen của z (h.4.8) thì đễ thấy rằng : 
a=rcosø, b=rsmø. 

Vậy z = a + bị #Ô có thể viết đưới dạng 

Z = r(CoSØ + isin Ø}. 


Ta có 


ĐỊNH NGHĨA 2 


N€z) 
MŒ) 
X 
Hình 4.7 
Ma + b0 


Hình 4.8 


Dạng z = r(cosø + /sinø), trong đó r >0, được gọi là dạng 


lượng giác của số phức z z 0. Còn dạng z = 2 + bỉ (a, b c ïR) 


được gọi là dạng đại số của số phức 7. 


Nhận xét. Đề tìm-dạng lượng giác r(cosø + ¡sinØ) của số phức z = đ + bỉ 


(a, b c R) khác 0 cho trước, ta cần : 


1) Tìm r : đó là môđun của z, r = Va? +bˆ ;số r đó cũng là khoảng cách 
từ gốc Ó đến điểm Mí biểu diễn số z trong mặt phẳng phức. 


Ỷ . Củ ng LT 
2) Tìm ø : đó là một acgumen của z; @ là số thực sao cho cosø = — và 
r 


Sin ø@ = : ; số Øø đó cũng là số đo một góc lượng giác tia đầu Ớx, tia cuối ÔM. 
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Ví dụ 2 


a) Sế 2 có môđun bằng 2, có một acgumen bàng 0 nên nó có dạng lượng giác 
2(cos0 + /sin0) ; 


b) Số -2 có móđun bằng 2, có một acgumen bằng nên nó có dạng lượng 
giác 2(COS7 + /Sin1U) ; 


c) Số ¡ có môđun bằng l, có một acgumen bằng, 2 nền nớ có dạng lượng 


lắc c0s~ + isinT h 
b4 2 2) 
đ) Số 1 + ¡ có môđun bằng v2, có một acgumen bằng ; nên nó có dạng 
lượng giác {2(sos^ + isin -] : 

e) Số 1— 3i có môđun bằng 4? + (32 = 2, có một acgumen là ø@ sao 


cho cosø = _ sinø = Lấy ø = ¬. thì 
'~2|3— )=2|co(~3)+ | —4)| 
bạ Me |: = 2| cos ~3 +7sIn ¬3]! 
CHÚ Ý 


U) Íz| = 1 khi và chỉ khí z = cosợ + /sinø (ø e R). 
2) Khi z =0 thì |z| = r = 0 nhưng acgumen của z không xác định 
(đôi khi cơi acgumen của 0O là số thực tuỳ ý và vẫn viết 
0 =0(cosø + isin @)). 
3) Cần để ý đòi hỏi r > 0 trong dạng lượng giác r(cosø + isin @) của 
số phức z z 0. 
Vị dụ 3 
a) Số phức —(cosø + ¿sin ø) có dạng lượng giác là 
coS(@ + T) + /sin(@ + 7). 
b) Số phức cosø - ¿simø có đạng lượng giác là 
cos(~ø) + /sin(—-ø). 


1 

[H2| Chơ z = r(cosøọ + isinø) (r > 0), tìm môđun và một acgumen của —, từ đó 
r4 

| 


suy ra dạng lượng giác của E 


2. Nhân và chỉa số phức dưới dạng lượng giác 


Ta đã biết công thức nhân và chia số phức đưới dạng đại số. Sau đây là định lí 
nêu lên công thức nhân và chia số phức dưới dạng lượng giác ; chúng cho các 
quy tắc tính toán đơn giản về nhân và chia số phức. 


ĐỊNH LÍ 


z = r(CcosØ + isinø), 
z' =r'(cosø' + /snø?) @ø>0,r'>0), 


thì ZZ` = rr` [cos(@ + ø? + isin(ø + @D|, 
TÔ 


= == [cos(@' — ø) + /sin(@' — ø)| (khi r > 0). 


Nói một cách khác, để nhân các số phức đưới dạng lượng giác, ta lấy tích các 
môđun và tổng các acgumen ; để chia các số phức dưới đạng lượng giác ta lấy 
thương các môđun và hiệu các acgumen. 
Chứng mình 
zz`' = [r(cosợ + /sinØ)] [r (cos@ˆ + rsinø')] 


= rr [cos@cosø' — sinØsin @'` + /(sinØcos@` + cos@sin @ )| 
= rr'[cos(@ + @' + isin(@ + Ø)]. 
Mặt khác, ta cố + = 2 Ni (—ø) + ¡sin(—ø)]. Theo công thức nhân số phức, 
Z r 
ta cố 


LÃ = =[eos(ø' ~ Ø) + isin(Ø' — @)]. H 


øìL 
— =7 — 
z 2 


Ví dụ 4. Ta có l+i= do « in T 


và Mộ + = _= + lu | 


nên LEuh) TH cn cả 


203 


Nhận xéi. Nếu thực hiện phép chia trong ví dụ 4 dưới dạng đại số, ta được 


hé *⁄4 
= —|1+ 43 + (V3 - li | nên từ kết quả trên suy ra 
NÊN 4L j L : 


x_⁄2+V3) ¡x _ v2(@3-1). 


'12” ' G2; láng 4 


3. Công thức Moa-vrơ (Moivre) và ứng dụng 
a) Công thức Moa-vrơ 


Từ công thức nhân số phức dưới dạng lượng giác, bằng 
quy nạp toán học dễ dàng suy ra rằng với mọi số 
nguyên dương ø, 


[r(cosØ + ¿sìnøØ)]” = r” (cos nø + ïsin nø) 


và khi r = l, ta có 


(cosø + isinø)” = cosnø@ + ỉsin nợ. 
L4 ọ ọ Ợ. 


A. De Moivre Tượn » : ) 
(1667 — 1754) Cả hai công thức đó đều được gọi là công thức Moa-vrơ. 


5 
Ví dụ 5. (1+ D` = |/2(«2 + in | 


= Q5 (sxŠE+ nguŠ) 
= (2) (coS*+isnŸ 


= TIẾT. ° dc) 
= -4(l +). 


b) Ứng dụng vào lượng giác 
Công thức khai triển luỹ thừa bậc ba của nhị thức cosợ + ¿sinø cho ta 


(cosø + ?sin ø)Ì = cos” 2+ 3cos” ø( sỉn Ø) + 3cosø(ïsin ø) + (sin ø)` 
= cos” @— 3cosøsin? @+ ¡(cos” @Sin Ø — sin ). 
Mặt khác, theo công thức Moa-vrơ, 


(cosØ + /sin ø)Ì = cos3øØ + ¡sin 3ø. 
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Từ đó suy ra 
COS3@ = C0S” Ø — 3cosøsin2 ø = 4cos” ø — 3cosøØ, 
Sin3@ = 3cosˆ @sinø@— sin° @ = 3sinø-— 4sinỶ Ợ. 


Tương tự, bằng cách đối chiếu công thức khai triển luỹ thừa bậc ø của nhị 
thức cosø + ¿sinø với công thức Moa-vrơ, có thể biểu diễn coszø và sin n2 
theo các luỹ thừa của cosø, sin2. 

c) Căn bậc hai của số phức dưới dạng lượng giác 

Từ công thức Moa-vrơ, dễ thấy số phức z = z(cos +isinø), r >0 có hai 
căn bậc hai là 


Ýr(cos= + isin ) 


và —r(cosŠ + isin ) = ý ssG +7)+ isin (CC + mÌ. 


Gâu hủi và hài lận 


27. Hãy tìm dạng lượng giác của các số phỨc : 7 ; -z ; š ;*z (k < R) trong 
mỗi trường hợp sau : 
a) z=r(cos@+isinø) (ứr>0); 
b)z=1+ V3¡. 

28. Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác : 


1~i43„ 


1+7 ` 


31—~//3;1+?;-/VÖđd+0; 


b) 2/(3 ~j) ; 
1 


° Hội” 


d)z= smø + ¡cos@ (ø e R). 
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Chú ý. Có thể dùng máy tính bỏ túi để chuyển đổi dạng đại số với dạng 
lượng giác của số phức z # 0. Chẳng hạn, dùng máy tính bỏ túi CASIO 
#x— 500MS để : 

1) Đổi từ dạng đại số z = ] + V3¡ thành dạng lượng giác z = r(cosø + isinø) 
thì (đặt ở chế độ "rađian”) ấn liên tiếp 


1 lặn lý | 3 [_ =__Í : trên màn hình hiện 2 


(tức là r = 2) ; ấn tiếp 


F__| trên màn hình hiện F= 1,047197551 (tức là ø = 3). 


2) Đồi từ dạng lượng giác z = 2(cos2 + isin 3) thành dạng đại số z = Z + bi 
thì (đặt ở chế độ "rađian"”) ấn liên tiếp 
[sm][xsj + [-J[l[z]rS]: 
trên màn hình hiện l (tức a = l); ấn tiếp 
|RcL. [* | trên màn hình hiện F = 1,732050808 (tức là b ~ 3⁄3). 
29. Dùng công thức khai triển nhị thức Nin-tơn (1 + ¿)!? và công thức Moa-vrơ để 


z 0 2 4 lế 18 
tính Cla = Cịa + Co —271E Co — Cịo: 


30. Gọi AM, A' là các điểm trong mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn các số 
z=3+¡,z'=(3—~/3)+(1+33). 
a) Tính — 
2 
b) Chứng minh rằng hiệu số acgumen của z' với acgumen của z là một số đo 
của góc lượng giác (OM, OM). Tính số đo đó. 
31. Cho các số phức w = "ủ +j) và £— 2e +i3), 


Hồ +: SP _— —— 2l Ẹ hiê 
121 /SINT2› Z = Zq£, Z¿ = Zạ6“ là các nghiệm 


của phương trình z” —- w = 0. 


a) Chứng minh rằng z¿ = cos 


b) Biểu diễn hình học các số phức zZạ, z¡, Za. 
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Luyện tập 


32. Sử dụng công thức Moa-vrơ để tính sin4ø và cos4ø theo các luỹ thừa của 
Sinø và cosớø. 
33. Tính 


. _ \2004 r3 21 
3 — ñẾ; ( q1) 5+3 
c3~0 L+i 1—2¡3 


34. Cho số phức w = -sd + ¡x/3). Tìm các số nguyên đương » để w'“” là số thực. 
Hỏi có chăng một số nguyên đương é để w'” là số ảo ? 

35. Viết dạng lượng giác của số phức z và của các căn bậc hai của z cho mỗi 
trường hợp sau : 


a) |z| = 3 và một acgumen của iz là T : 


Lả 3m 
l+ỉ — 


36. Viết dạng lượng giác của các số phức sau :; 


b) Íz| = ẳ và một acgumen của 


32 - 'KCỒ.: 
a)1—itane; b) tan +ỉ; 


€) 1— cosØ - isin@ (œc R, ø# k2n, k e 2). 


CĂN BẬC n CỦA SỐ PHỨC 


Tương tự định nghĩa căn bậc hai của số phức, ta gọi số phức z sao cho z” = w là 
một căn bậc r6 của số phức w (n là số nguyên cho trước, ø > l). 

Rõ ràng chỉ có một căn bậc 0 của w = 0 là 0. - 

Khi w +0, ta viết w dưới dạng lượng giác w = R(cosz +¿sinøz), R >0. Ta cần 


tìm z = r(cosø + ¿sinø), (r >0) sao cho z” = w. 
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Theo công thức Moa-vrơ, z” = w có nghĩa là 
r” (cosnØ + isinnø) = RÑ(cosz + isinø), 


tức là r” = R và nợ = ơ + k2, (k e Z7). 


_ œ+k2m 


Từ đó r = lR, ø , tỨc là 


z =ƑR Ie(2 +) + nin( 2+ 59) 
"n L/) H H 


Lấy k=0, I,..., n — 1, ta được ø căn bậc ø phân biệt của w. 
Ví dụ 
TL 


Số w =i= cos2 


+ [sin 2 có ba căn bậc ba là 


_ Hả "‹ 
ZỊ Na ng 006225 


= 28 +0; 
2 
72 = co[E + -] + nin(Z + T] 
: 6 3 6 3 
= se +7); 
z4 = cos[E + ®) + in + =] =Siang Hình 4.9 


(trên hình 4.9 có ba điểm A, B, C theo thứ tự biểu diễn z,, Z;, zx). 


Chú ý : Nếu w+#+0 thì các căn bậc n (n>3 cho trước) của w được biếu diễn 
trên mặt phẳng phức bởi các đỉnh của một z-giác đều nội tiếp đường tròn tâm Ø bán 


kính 'f|wi. 


0âu húi và bài tập ôn tập chương IV 


47. Tìm phần thực và phần ảo của mỗi số phức sau : 


a) (2 — 3Ì ; 
3p. Ÿj 
V7 1a? 


€) (+ + y)ˆ — 2(x + iy) + 5 (x, y eR). Với x, y nào thì số phức đó là số thực ? 
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38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


Chứng minh rằng nếu |z| = |w| = 1 thì số 


z+w 
l+zw 
là số thực (giả sử l + zw z 0). 


Giải các phương trình sau trên € : 


a)(z+3—=0°—6(z+3—j+13=0; 


c) z2 +1 +(z+3ÿ =0. 


Xét các số phức 
2a =6 -¡42, 1= 2 ^h Z4 =——: 
a) Viết z¡, z¿, z¿ dưới đạng lượng giác. 


` ` 74... 7T 
b) Từ câu a), hãy tính C0512 và sinT: 


Cho z = (6 + V2) + ¡(6 - 42). 


a) Viết z2 đưới đạng đại số và dưới dạng lượng giác. 
b) Từ câu a), hãy suy ra dạng lượng giác của z. 
a) Bằng cách biểu diễn hình học các số phức 2 +; và 3 + ¡, hãy chứng minh 


2 4 


b) Bằng cách biểu diễn hình học các số phức 2 + ¡, 5 + ¡ và § + ¡, hãy chứng 


minh rằng nếu tan4 =5, Anb =s, 


rằng nếu tạng =2, tanb =3 vớia,b € (0: 5] đã ø + b= Z: 


toìn€ =2 VỚI a, b, c e KH thì 


T 
+b+c=~. 
a+b+c ñ 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 


cho để được khẳng định đúng. 
43.“Phân thực của z = 2ý là 


(A)2; () 2¡; _— (Q0; (Ð) L. 
44. Phần ảo của z = - 2¡ là 

(A)-2; (B) -2¡; (@0; (D) -I. 
4§. Số z + z là | 

(A) số thực ; (B) số ảo ; (Q0; (D) 2. 
46. Số z — 7z là: 

(A) số thực ; (B) số ảo ; (G0; (D) 2. 
47. Số TT" bằng 

(A) 1+; (B) sa —Ì); (Œ)1-—!; (D)¿. 


48. Tập hợp các nghiệm của phương trình z = = là 


(A)I0;1-7]: ()(0]; (Of-i; (D) {0, 1). 
49. Môdun của 1 - 2¡ bằng 

(A)3; ®J5; (O2; (Đ) I. 
50. Môdun của —2¿z bằng 

(A)-2l|;  (@®)2z; ( 2|z| ; (D)2. 
51. Acpumen của —1 + ¡ bằng 

(À) - + k2n Œe 2): (B) —2 + k2 (ke 2) ; 

T 7T 
(C) 2 + k2x &€Z): (Đ) 2 + k2m ( e Z). 
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52. Nếu acgumen của z bằng n + k2r£ (k e 7) thì 


(A) Phần ảo của z là số dương và phần thực của z bằng 0 ; 
(B) Phần ảo của z là số âm và phần thực của z bằng 0 ; 
(C Phần thực của z là số âm và phần ảo của z bằng Ô ; 
(D) Phần thực và phần ảo của z đều là số âm. 


53. Nếu z = cos@— ¡simmø thì acgumen của z bằng 


(A)ø+k2n (e2); (B) -ø + k2n (ke Z);: 

(CO + x+ k2m (ke 7) ; (Đ) ø+ 2 + k2n (ke Z2). 
54. Nếu z = —sinø — /cosø thì acgumen của z bằng 

(A)~5+ø+ k2m (Œ€ 2); (B) =2 —ø+ k2n (k€ 2); 

(C) 2+@+ 2x (e2): (D)m- ø+ 2z (k e 2). 


âu hỏi và hài tập ôn tập cuối năm 


I- BÀI TẬP TỰ LUẬN 


1. 


a) Chứng minh rằng hàm số ƒ{+) = e” - x — 1 đồng biến trên nửa khoảng 
{0 ; +=). 

b) Từ đó, suy ra e” > x + l với mọi x > 0. 

a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số ƒ(+) = 2x” — 3x” — 12x — 10. 


b) Chứng minh rằng phương trình 2xŸ — 3xˆ — 12x — I0 = 0 có nghiệm thực 
duy nhất, 

c) Gọi nghiệm thực duy nhất của phương trình là ø. Chứng minh rằng 3,5 < ø < 3.6. 
Gọi (C) là đồ thị của hàm số y = In x và (D) là một tiếp tuyến bất kì của (C ). 
Chứng minh rằng trên khoảng (0 ; +œ), (C) nằm ở phía dưới của đường 
thẳng (D), 
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10. 
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Một xưởng in có 8 máy in, mỗi máy m được 3600 bản ¡in trong một giờ. Chi 
phí để vận hành một máy trong mỗi lần ¡n là 50 nghìn đồng. Chi phí 
cho ø máy chạy trong một giờ là 10(6n + 10) nghìn đồng. 

Hỏi nếu ín 50000 tờ quảng cáo thì phải sử dụng bao nhiêu máy để được lãi 
nhiều nhất ? 


] 


bé 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(x) =——————— tiên 
Ý-—x? +x+6 
đoạn [0Ô ; 1]. 
x 
a) Cho P(v) = h và hai số a, b thoả mãn a + b = 1. Hãy tính P(2) + P@). 


l 
logs 2-sl08 5 
b) Hãy so sánh A = 3/18 và B= B : 


a) Chứng minh rằng nếu z và ò là hai số đương thoả mãn 4ˆ + bˆ = Tab thì 


logy ^ : c 2 (lo; a + log; b). 
b) Biết z và b là hai số đương, ¿ # 1 sao cho log,b = A3. Hãy tính 
` An đao 

N 


2tanx 


a) Tìm đạo hàm của các hàm số y = cosr. ø và y = logz(simr). 


b) Chứng minh rằng hàm số y = e* + 2e" thoả mãn hệ thức y”— 13y - I2y=0. 


a) Vẽ đồ thị của các. hàm số y = 2Ÿ, y = (w%} và y =(J} trên cùng một mặt 
phẳng toạ độ. Hãy nêu nhận xét về vị trí tương đối của ba đồ thị đó. 

b) Vẽ đồ thị hàm số y = logyy. Từ đó hãy suy ra đồ thị của hàm số 
y=2+logxx và đồ thị của hàm số y = loga(x + 2). 

Giải các phương trình và hệ phương trình sau : 


a) 81°P * + §Ị^9 X= 30; b) bạn ( bơi x—3log, si =2; 
2 2 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


17. 


: 2⁄8? =242, 
c) 4lagx+l = 6Ì0E* E2. 2 3l0ogx +2 _ 0; đ) I 1 1 
logạ—+>—>=< 
OBs = + 2 2l0g;9y) 
Tìm tập xác định của các hàm số sau : 


a) y = log[1 — log(x2 — 5x + 16)] ; 


b)y= Ajlogoz(—x” + x+6) + 5 : 


x“+2x 


Tìm nguyên hàm của mỗi hàm số sau : 


a)y=# +xÐẺ; b) y= cosx sin 2x ; c)y= 
Tìm hàm số ƒ, biết rằng ƒ'x) = 8sin '[z*ñ| và ƒ(0) = 


Tính các tích phân sau : 


dx 
Điện É lân 


€) [se đy, 
"`. ôố 0 
Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi các đường 
a) y+xzˆ =0 và y+3x7 =2; 
b) y`—4x=4 và 4x—y= l6. 
a) Cho hình thang cong A giới hạn bởi đỏ thị hàm số y = e”, trục hoành và các 
đường thẳng x — 0 và x = 1. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo được khi 
quay Á quanh trục hoành. 


b) Cho hình phẳng B giới hạn bởi parabol y = + + 1 và đường thẳng y = 2. 
Tính thể tích khối tròn xoay tạo được khi quay Ö quanh trục tung. 


Cho các số phức z¡ = l +, z; = 1— 2¡. Hãy tính và biểu diễn hình học các 
số phức : 


2. : ".. s- 
Z| 7122: 22— Z2: Z7. VÀ =^: 
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18. Tính : 


AT "“... bì (V3 +¡Ÿ + (V3 Ÿ 
© (ý +ïY -(Mã-¡Ÿ `: ạ GỆ tÐ 
{M ) ( ) * ' Raj 


19. a) Xác định phần thực của số phức - h , biết rằng | z |= 1 vàz # 1. 


b) Chứng minh rằng nếu — là số ảo thì | z |= 1. 


20. Xác định tập hợp các điểm Ä trên mặt phẳng phức biểu diễn các số phức 
(1+i3)z +2, trong đó |z— 1 |<2. 

21. Tìm các căn bậc hai của mỗi số phức : 
-B +6i ; 3+4i và 1—242¡. 

22. Giải các phương trình sau trên C : 
a) z2 —3z+3+i=0; 
b) z2 ~ (Cos @ + /sin Ø)Z + ¡sin Øcos ø@ = Ö, 
trong đó ø là số thực cho trước. 

| (J3 +i)- + )Ỷ 
vã . 

I .7 ¬ 


23. Tính 
= 


II- BÀI TẬP TRÁC NGHIỆM KHÁCH QUAN 
Trong mỗi bài tập dưới đáy, hãy chọn mội phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


1à ~2x2+3x+1 


24. Hàm số ƒ(x) = e3 
(A) Đồng biến trên mỗi khoảng (—œ ; 1) và (3 ; +) ; 
(B) Nghịch biến trên mỗi khoảng (—œ ; 1) và (3 ; +) ; 
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25. 


26. 


(©O Đồng biến trên khoảng (—œ ; 1) và nghịch biến trên khoảng (3 ; +) ; 
(D) Nghịch biến trên khoảng (—œ ; 1) và đồng biến trên khoảng (3 ; +œ). 


Hàm số ƒ (x) = sin” x — 2sin x có giá trị nhỏ nhất là 
1 1 
(A) ~Z; Œ) 0; ( -L; (Đ) —+- 


Gọi (9) là đồ thị của hàm số y= x? + x. Khí đó 

(A) Đường thẳng y = x + 1 là tiệm cận xiên của (W7) (khi x —> +) ; 
(B) Đường thẳng y = x + 5 là tiệm cận xiên của (2) (khi x —> +) ; 
(C) Đường thẳng y = —x là tiệm cận xiên của (€) (khi x —> +©) ; 


(D) Đồ thị (2) không có tiệm cận xiên (khi x —> +©). 


27. Đồ thị của hàm số y=x° —x +! tiếp xúc tại điểm (1 ; 1) với 
(A) Parabol y= 2x — 1; (B) Parabol y=xˆ; 
(C) Parabol y =—x? + 2x; (D) Đường thẳng y = 2z + I. 
28. Cho hai số dương a và b. Đặt X = nề” và Y= =4” Khi đó 
(A)X>Y; (B) X<Y; 
(Œ@X>Y; (D) X<Y. 
Sao e“+e” 
29. Cho hai số khòng âm a và b. Đặt X =e 2 và Y = —=——. Khi đó 
(A)X>Y; : (B) X<Y; 
(OX>Ÿ; (D) X<Y. 
30. Cho (2) là đồ thị của hàm số y = log;x. Ta có thể suy ra đồ thị của hàm số 


y = log›2(x + 3) bàng cách tịnh tiến (9) theo vectơ 
(A)v#=@;¡Ð; (B) Y=@;-l); 
(OQ ý =(-3;1) (D) ÿ =(-3;-l). 
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31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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Cho hàm số ƒ(>x) = logz(xˆ + 1). Khi đó 
| 1 


(A) ƒ) = (®) /10) =1: 
(0/2: () #@) =~^ 
⁄ — 2In§” ƒ _ In§. 


Biết rằng đồ thị của hàm số y = ø”. và đồ thị của hàm số y = log,x cắt nhau tại 


điểm (2` ; V2). Khi đó 


(A) a>lIvàb>l; (B)z>1và0<jb<1; 
(Œ 0<z<lvàb>1; ˆ (D)D<a<1và0<b <1. 
4 
Cho hàm số ƒ(z) = ““—_~”. Khi đó 
* 
2o 3 2x 3 
(A) [ƒ@œdx = ST +; ®) [ƒG)8 = “+ Š+€: 
"`... : _ 2x 3 
(O [ƒ@œ)đx =2x`- Š+€ ; Đ) [7œ =—+z-+C, 
Đẳng thức 
v Ũ 
[cos« + a2)dx = sina 
0 
Xảy ra nếu 
(A)4a=1; ()a= va; 
(CO a= J3n ; (D)a= 2%. 
Gọi Š là tập hợp tất cả các số nguyên dương Èk thoả mãn điều kiện 


[nÝ& #2, 
1 ° “ 


Khi đó 
(A)S=(1]; (B)S= (21; 
(OS={1;2); (D) S= Ø. 


36. Cho số phức z tuỳ ý. Xét các số phức ø = z? +(Œ)ˆ và Ø = zZ +i(z— 7). 


Khi đó 

(A) ¿là số thực, là số thực ; (B) 2 là số thực, là số ảo ; 

(@ ø là số ảo, đlà số thực ; (ĐÐ) ø là số ảo, là số ảo. 
37. Cho số phức tuỳ ý z # I. Xét các số phức 

ữ = HHIE, -z°+ŒŸ và 8= a +Œ ` +7. 

Khi đó 

(A) ø là số thực, là số thực ; (B) #là số thực, Ø]à số ảo ; 

(C) ølà số ảo, / là số thực ; (D) ølà số ảo, /#là số ảo. 
38. Nếu môdun của số phức z bằng r (r > 0) thì môđun của số phức (1 ~ hà, bằng 

(A) 4r; (®)2r; 

( r2 ; (D)r. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI, ĐÁP SỐ CÁC BÀI TẬP 


CHƯƠNG 1 

4.a<0.5.—2<a<2. 10. a) 18000 người và 

22000 người ;b) ƒ'{Œ) = Bái TT >0; 
(+5) 


e) ® Năm 1990: 0,192 ; e Năm 2008 : 0.065 ; 
©e Năm 1996. II.a) yep = ƒ(—3) = — 


Ycr = ƒ(Œ De. ; 


trị:€) Ycp = CĐ =-—2 ¡ vế =0) = 
đ) yep =ƒCŒCD =L; Yer = ƒ@) =0 


; b) Hàm số không có cực 


Bộ 13 
15 ¡ Xẹp = ƒŒ) = Tr 


=(CĐ=2 l7 


€) Ycp 
Ð #cp = f() =~3 ; yer = ƒŒØ) = l1. 

12.2) yợy =y(—V2) =—2 : yvep = A2) =2 
b) ycạ = y(0) = 22 ; 


Tt T 
€) cp =x(-#+m) = ~e†rz†2+kn b 
T1 m3 
Xcr =(E+m) = & 2 †t2†kn; 
đ) ycr = y(kØ) = 2 ~ cos&?) ; 
Ycp = v(+t +2ám) = 4g. 
13.z=-2,b=3,c=0,d=0. 14.a=3,b=0, 

: 1 

c=-4.l6. max ƒ(x) =1; min ƒ(*) = 2. 
I7. a); 


=10; 
Lá n0) : 


s. 
Ti lâii 


, | 
b = -4 = -ãŠ—_ - 
) K.sneT #Œœ) cà Œœ) gi 


€) min ƒ(x) = 2 ;d) max ƒ(x) =4 
x>0 xe[2: 4] 
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2 
TU ƒŒœ) = -4 ;©) Khi TA V00 : 
3 
TH Thai bê ào xel0:2I ƒ@)=7. 


3 
18. a) max y = 3 ; miny =-—— › 
) xe” Ũ NH7 2 


19. 8M = ` Khi đó diện tích hình chữ nhật là 


. 2.20. n= 12 (con cá). 


] 
21.8) yey = ƒŒD =~2 So ý 


› Cp 


bì xạ =/(-3]=65 t9 vọp =/(0)= Vố : 
đ) Hàm số không có cực trị. 22. m > 0. 

23. 20mg ; độ giảm huyết áp nhiều nhất là 100. 
24. M(—1: 1); AM = V5. 25. 9 kmjh. 

26. a) 375 người/ngày ; b) ngày thứ 15 ; 

675 người/ngày ; c) Từ ngày thứ II đến ngày 
thứ 19 ; đ) Hàm số ƒ đồng biến trên [0 ; 25]. 


27.a) max v3—2x =3, min 4/3—-2xr=l ; 


xe|~3.1] xe[—3:1] 


b) Nền li = 22 : Eng lu, =— 


ý _ 11, 

c) max ƒ(x) = ¬ Su ộ 
9 max ƒG)= . min ,ƒ(x)=-2 

TK 


28. Hình vuông có cạnh dài 10 cm. 
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3 1 x=X+S 
29.a) /| —; "h ,Y=2X? 
h: Ệ 8 z7 1 = 
hong 
x=X+Ì 
si 3):| và Fe Xa 
2 W8 ES 2 
5 
te Để 
[_ 1 s 8 2 
HH. :Y=-4X 
0. 


đ) F{(0; 


=X+ 
A03)14:-028 .... 
y 


x=X-2 1 
Y * 


c)y=-3r +2. 31. h 
» TRE 


32. a) TA ; 1); b) J1; 3). 


> 
¡Ÿ =zX+—. 
HêM 


: 2 
44. a) Tiệm cận đứng : + = = ; tiệm cận 


Ị - 
ngang: VI ¿yb)x=-3;y=-2; c) Tiệm cận 


xiên: y=x+ 2; tiệm cận đứng ! x= 3; 


Bi I : 
đ) Tiệm cận đứng ng: tiệm cận xiên: 
`. 
2 4 
y=0.35. a) Tiệm cận đứng : x = Ö; tiệm cận 
xiên:v=x_—-3;b)x=0;x=2;y=x+2; 


:e)x=l;x= 1;y=0;Ðx=-l; 


9Qx=lx=-lLy=#:4)£=~l; x=ẽ 


= ; 46, a) y = x (khi x —> +), Y = ¬x 


(khi x —> —œ) ; b) y = 3t (khi x —>y +œ), y = x (khí 
x->—);€) y= 2v (khi x  +œ) ; y = 0 (khi x —> —œ) ; 


đìy=x+x+ ; (khi x +), 


vz-x~S (khi x -> —m). 


37. a) y= 2x (khi x > +); 

„=0 Ghi x —y -œ); 

b) y=x- 2 đhi x  +œ) ; 
y=-~x+2 (khi x  —®) ; 

c) y=+x (khi x —> +) ; 
y= -x (hi x -> —œ®) ; 

đ) x=l1,x=-l1,y=l. 

x=xX+3 

=Y+4, 


QV=X+ế, 49.a) /(—-2; 3); c... 


38.a)x=3;y=x+1,b) 3 ; 4), Ầ 


b)ƒ(5;2); VY = Xe. 4I).b) y = ~-3x— 5. 


41.b) em <—l hoặc m > 3 : ] nghiệm ; 
em =—] hoặc m = 3 : 2 nghiêm ; 
e—1 <m< 3: 3 nghiệm. 
§ 7 8 7 
nã ko SE SE 


4S.b) em < —-2 hoặc m > 2 : l nghiệm 


43.c) y= 


e rr = —2 hoặc zm = 2 : 2 nghiệm ; 
® —2 <m<2: 3 nghiệm. 


46. a) m < —L, 2 < m < 3, m >3. 48. a) m > Ô; 


B2 4 _ 13 và c 4 tk 13 
/ý = —=—- s. .... tá»: ý —=——-- ` ——ả 
` 43V6 2 ` 4/6 12 
: 3 Ị 3 fI 
33. b) Mi it _.:9 vx T0 Mi đi 
: % 4 1 
34. b) Đô thị của hàm số v = -l + NET là 


hình đối xứng của (3) qua trục hoành. 

ã5.b) y=3(rx—2). 56. b) Giữ nguyên phần 
của (2) nằm phía trên trục hoành và lấy đối 
xứng phần của (') nảm phía dưới trục hoành 
qua trục hoành, 
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Ấ7. b) Hai giao điểm : A(0 ; 1), B(—s:2) : 
c) Đường thẳng y = 1 là tiếp tuyến chung của 
() và (9) tại A ; phương trình tiếp tuyến của 


(€) và ( ) tại B, theo thứ tự, là y=-x +. 


; đ) Trên (=:-3) 


và y=-y+7 


nằm phía dưới (0 ; trên (-¿ : o] và (0; +eo) 
() nằm phía trên (`). 
58, b) e m < 0 hoặc m > 12 ; ® m< 0. 


60. O(0;0); y= 3+ 


2 h. 
M 
. Tiếp điểm : Ũ To ag— 
61. Tiếp điểm lẻ ST: l2. -(1— cot 2) 


63. c) m < —3 hoặc —3 < m < 0. 
64.a)a=_-2:b=—3 

6§5.b) m< 4-—24l6 hoặc m > 4+ 246 ; 

c) Phần của đường thẳng y=5x-2, với 


so Ố >L+P, 66.a= -6;b= 


bi 


67.12a) T(v) = 0,0001x2 + 0,2x + 10000 ; 


10000 


b) Xí(x) = 0,0001x + +0,2 ; x = 10000 


(cuốn) ; 27. b) 573 < x< 12427; c) 0000 (cuốn) ; 


71 triệu đồng. 70. r = lấy 6 
b2 


71. Độ đài hai cạnh còn lại đều là 5cm. 
73.a)p<0.74,b) y = -3x + l ;¿c) m > —3. 


1 
T5. b) m= 0, m 


78. b) Giao điểm của (Ø) và (7) là A(0; 1) ; 
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c) Trên (—œ ; —l) và (0 ; +œ), () nằm phía trên 


(?Ø): trên (~1 ; 0), (Ø) nằm phía dưới ( ZỔ. 


80.(B) 81. (C) 82. D) 83. (D) 84.(A) 85. (C) 
86.(B) §7.(A) 88.(C) 89.(D) 90.(Œđ) 9L.(C 
92.(A) 93. (D) 94. (B) 9%5.(C)+ 9%. (B) 
Ø7. (D) 98. (A) 9. (C› 100. (D). 


CHƯƠNG II 
1. a) Sai ; b) Đúng ; c) Sai ; đ) Sai. 


25 12 


2. Điều kiện C. 3. 2 ; 36 ; 16) 5 


80 116 
4.a) —— ;b) 
S 27) 16 


§. a) ab ; b) 24. 

6.a) Ÿ3 > V2 ;b) v3 + 130 > Ÿ63 ; 
c) Ÿ7 + V15 < v10 + Ÿ28. 

1. HD :7+52 =(L+ 42). 

8.a) Ÿb ;b) 2Ÿab ¡c) L;đ) va. 


10. a) 1D : 4+ 293 = J3 + DẺ ; 


b) 9 + VB0 = (2s). 


5 
11. 2) (jð}*= tê: b) 3600 „ 5400, 


II) 
— 3 
c) B =2 ; d) 29 >4'9, 12, Điểu 


kiện B. 13. Điều kiện C. 14. Điều kiện 0 < z < I. 


;€) 12; đ) 10. 


15. K ;4; 3. 16. a; 4. L7, ~ 21,59 triệu đồng 


-2 | h 


»(8s@:a# 


1 
18. a) x!? 


J2 
3, 2, 2a - 1. Q# 
19, a) g ;b) a4 y c) mm. È ỳ b 


38. a)0; b) logl§./2 ; 
3 
20. a) Khi 2 z \ thì z= 0; khi 2 = I thì ø 16” 


tuỳ ý; b)-3<ø<3.21,A)x=1,b)x= I 
39.a)x=3;b)x=7;e) x=5° 


€) 20loạ2 = Šlog3 ; đ) log 


và x = l6. 
40. My có I0 chữ số ; Mụ;; có 39 chữ số ; 
22.a) |x|< Ÿ3; bì x > Ñ?7:c) La là Mtssgaj¿ có 420921 chữ số. 
XS AẬE. -AIoônuấ2 quý. 42. Sai từ In(2e) = Ine + Ine. 
đ) x < Ÿ5 . 23. Khẳng định đ). 43. 2ø + 3b; Áa ~ 2b ; 2b — 2a :—2a — 2b, 
24, a) Sai ; b) Đúng ; c) Sai ; đ) Sai. 45. 900 con ; 3 giờ 9 phút. 
25.a) log,x + log,y ;a>0,a+ 1, 46. > 82 235 năm. 


x 47.a) a~ 863 188 §41,4; b) ~ 52,5 mmHg. 
x>0,y>0;b) log,—;z>0,a#+1,x»>0, 
M 


48. a) -3e? ;b)-3.49.a) y = (2vx— ) .. 


>0; | ;2>0,a+#l,x>0; 
Ha ÔIýP hột B8 tốp dc iếP” TY 2x[ @ + De +1] 


dÓ5;a>0,a#l1,b>0. Pin si 
26.a)a>1;b)0<a<l. Gà sứ 

¬ * ~XỊ - "¬: #_ AnX 

271;4;0,-2; 3i: 28.—-3;\1;3;—2. ey =sÍe lóc ):®z =2 £ ). 
50. a) Đồng biến ; b) Nghịch biến. 


1 
29.18;32; T25 32- 39: a)x=625;:b)x=-~3; 52. Ta có bảng sau 


c)x= 25; đ) x= 5,5. 31. 1,65 ; 1,29; ~0,13 ; 


lãm P độ lớn 
STT| Loại âm thanh = 
-0,42. 32. 3) 3 ; b) —2 ; €) : ;d) 3, JẢN 
I | Ngưỡng nghe 1 0dB 
sa logg I.I loga 0,99 
S6 SE 0062-0001 20A4 du, 2_ | Nhạc êm dịu 4000 |36dB 
34 ..a) log2 + log3 > logS ; 3 
) ƠE li mạnh phát ra 6;8x10Ẻ 88 đB 
b) logl2 — logŠ < log7 ; Lien 
c) 3log2 +log3 < 2log5 ; 4 lệt Tuya ở bay 2.3x10!2 | 124 đB 
đ) I+2log3 > log2?. P : 
35. a) 8; b) 11. 5Š | Ngưỡng đau tai 102 130 đB 
Am. S23 
36.4) x =2 b ;b) x=a“.b`. 54. a) 3 ; b) 0. 
1 
7,4) 2 26-2;b) 2 — — 
37.4) 2œ+28 ) ư+5 S4, a)y'=3in2t% 23x = 
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b) y= xin x? ,2wxˆ +1 , 
4x? +1 # : 
= 1 LÊ 
B0 H0 ng in] h 
: 2 ln(xŸ +1 
1 = 


x?+l x* 
55. a) Nghịch biến ; b) Đồng biến, 


57. (C¡) là đô thị hàm số y = x” ; 


l 
(C) là đồ thị hàm số y = + 2 ; 


3 


5xÄ In 5x 


58. a) y'=2m(2x + L””Ì,b)y'= 
2z? = : 
I-z5 ŸtT-xt 
a=b 


(HDIDI= 


59, a)=z0,91 ;b)=-—2,6Ì. 


cy= 


61.a)0<x<1;b)2<x <8. 
62.a)x<0;:b)x> 2. 


63.a) x=—g.. Gợi ý :2~ V3=@+-J3ÿ°: 
b)xc 10;3)};c)x=1;đ)x=0. 
64.a) xe [—1; 2J.b)x=2. 6§.a) k= 53; 


ax* 1,096 ; b) đ~ 25,119logƑ — 43,312. 
c) ' 


4.49|6,93|8.91 10,60|12 | 


6. a) x~= 2 ; b)x =6. 

| 

—= ;b)x=0. 
43 


68. a) S = (2; log+2 — 1]: b)x =0. 


LYN a) xe 
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69.a) S= 110; Ÿ10 } ;b) 6= HE 


c)s=(33;398 


70. a) x = log„ (loga 4) ; b) x = 4t 
3 


c)§= {2:~(1 +logs2)] : 8) 5= {S” ¡ 5Ì. 
71.a)x=I1;b)x=2, 
72.a)S= {(2:18);(18;2)} ; 
In: 
b)éx;y)= (3:3].7-Đ&i9=C2:0: 
27 
€)x= 100 ; đ) x=0. 


b 6:2) (Š 2). TÁ:9)x=I ;b)x=0Õ0; 


75.a) 5 = (logx28 ; loga82 — 4| ; 
b)$= tán] ;e) §=(~2”;—1 }; 


lộc 


<3 3 
đ)x=4 ! ¿J6 A)Äc TDE go ƒ 
2 


b)x =e ?;c)$ =2;16|;d)§= [2 ”;2]. 


T1. s) x= s+Ên :b)x=# 3+ km: Gợi ý : 
Đặt t=4!!298, a) y=— 1 ¡b)x=2. 


79.a) (x:y)=(-2;0);b) 4; y) =(2;:5). 


80.a) x< 0,5 ;b)x> -ấ- 


ị 1 2 
81.a) 3$ <#+z<2;b) SN ñ 


c)S®=[I;2)+2; 4Ì; đ) h <Sx“ z 


82. a) 0,5 <x<4;b)9= (0; 1); 
83a)S9= (CV5;—2)0(;5) ; 


1 
b)§= |2 ¡1):Ác8)g <4 :B) p4 ©)p >4: 
d)4>p. 85, Hướng dân : 
] x —x 2_ 1 X ¬- 
1+2{2 = [=zÉ +2]. 
86. a) 2! = 1024 ; b) Sẽ : C)—n. 
§7. Hướng dẫn : 


vÌoga 2.log; 4 < 2(I0s; 2 + log; 4). 


90. Soạn 


RE >~2,081.91.a)đ> 1; 
n 


b)0<a<1;c)2z>\1;d)0<z<1., 


92, r = 3574 (năm). 93, a) x = 10 ; b) x=_—2 ; 
c)x= 1,5; d)+x c {—1,Š; ¬1}. 


94. a) xe tre:2} ;:b)x= l;¿c)x-= 13; 
d)x=3.95.x = I, 
%6.a) (x:y) =(6;2);b) (x; y) =(S12; 1). 
| h 
9. a) [o:z]+2[2:+=): 


b)Cœ; 0} C2 [logsŠ ; l) ; c) (4; +). 


98. (C\ Ø9. (D). 100 (B). 101. Œ›. 
102.(C) -103.(C)y 104.(D) 
105.(C). 106.(D) 107 (A) 
108.(B) 109.(C) 110.8). 
CHƯƠNG IH 

2 x4 sx# 


- ——†7x+C,;, 


1.a) xt C+C tBj 2e. 


-L x” x 32 
gì -estC¡4 3+ +€; 
10 3.3. 

C21. t3 : 
©) ung 2.4) g3). t1x +C; 


b) )ựi SẺ ¡€) 2x T—sin2x + €C ; 
X 


= 


4 * _ sin4x 


ng +C.3(C. 4. Đúng vì —Jx là một 


1 

nguyên hầm của Ñ>). 5. a) -6(1— xÌ)2 +€ ; 
2 2 Đủ 

b) sv3x+4 +C€;c) ~zd~*# #đ+C; 


2 
I+‹>x 


d) - +, 


* * 

. 8) —2 =+?+4sin— + € ; 

6. a) TEƯNG sín~ h 
b) x7sinx + 2xcosx — 2sinx + € ; 


| Fì xi 
“=e@Ứ+€;d-x ] —— 
©) xe°-e +€; )xx n(2v) T3 


7. a) -ã0 —3x2 # +C. HD : Đồi biến 
u=7—3x? ;h) ssnQ% + 4)+C. 

HD -Đỗ biến w = 3x + 4 ;c) sum(3x +2)+C. 
HD : Đổi biến u = 3x + 2 ; đ) 2sn°(‡)+C- 
HD : Đổi biến u = sinf- | 


3 b 3 

x : x 
& Tên ' : 1 =—-l!1;, 
1% ) +€ .HD - Đối biến T 1 


HD : Đối biến w = sn| +) : 
€) eƒ'(xÌ -3x? +6x—6)+C 

đ) 2(Vầx—5 KT ce Ju 
HD : Đổi biến w = 3x - 9. 
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9.a) 
7n. an ý an 
9) 2 4 l 
3 3 1 

c2 THÊ) = : 
b) +1 Inx g1 +€C;ce) sẽ x+C; 
đ) 29inx) +C, 1ồ.a) 21 ;b) 2/5; ) 
11. a) 1Ô; b) —12; c)—2 ; đ) Lế. 
12. 4. 14. a) T- 1; b) 1280 m, 


15. “TT m 1ó. b) SE * 68.78 (m) 


I7. ä) 2 (243 ~ 1). HID : Đổi biến u=x+]; 


| ` 

b) 2.HD : Đổi biến w = tan x ; 
1S Sàn 4 

Clg HD; Đôi hiến H = E7 š 

độ 2. HD : Đổi biến w= 4+ xẺ ; 

©)4. HD : Đổi biến w = 1+ xÏ ; 


là) 2. HD : Đổi biển w = L~ cos3x. 


TẾ 
18.  ŸĐmn2— 7; an 


1 
dị —-1. 
}2 
ề Tt 
19. a)/ = [xa =23;b) § 
9 


HD - a) Đổi biến ù = ? + 2. 

9 1 kì 

"x. `... Ề..ẽ... 
kư E dự = 95 =1: B)2 
HD :a) Đổi biến w = 5 — 4cos!. 


21. (B) 22.a) HD : Đối biến w = Í ~ x. 
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23.a) -3;:b) 3. 

24. a) C——Ê .HD ; Đổi biến w = x” ; 
n3 3 

b)= [2á - TỐ. 


h 
HD - Đối biến „ = lnx ; 


tÌz 7 
= |—ụw? =— 
ki niên 3 


HD : Đồi biến „ = 1 + xŸ 


3 3 
|.» ŠóC: si 
d/= [me dư = Co 
0 
HD : Đối biến u = 3>xÌ .e) In2. 
tn2 2 
Wy EU, ` _ 0m2)ˆ. 
35.4) g— 2c) J= | bo 


2 
HD : Đồi biến u = la(2 — x) ; c) ng 
2 1 2 
đ 1= |2 đu = SQ 2 — D). HD : Đổi biến 
| 
2eÌ+1 7m. v3 
g6 
64 1 


TL I 
27.a) 5 R_ :€) Tz- 28, 8) T- 


m=x)+l1 ¡e) 
;b)9; 
c) 44.29, 2 Š 'a0, 2/3, 3 C.32, 3m. 


| 1 
33. „. :Đì đệ ¬~. = 


17, 32 T(n + 2). 
b) ` n . 36. 8. 37, s .38. 8 
39. n(e — 2). 


40. 2x. 4L.a) x .. 


3 


3 
b) 4+? _. +€C;©) ~5cos(x? +)+C. 


3 


HD : Đổi biến  = xˆ +1 ; đ) : 


2cos(2x+l) luc 
HD : Đổi biến w = cos(2x + l). 
42. a) -gin|E _ ) +. 

* 


HD : Đối biến u = L —I : 
* 


4 4 
b) “CC — +, HD : Đổi biến = xỶ +Ị ; 
©) XE vê la ;đ) ef(x? —2x +2) + 
6 12 š e (X x ` 
43.a) ce Y(x+l)+€ ;b) m3 +: 
HD - Đối biến w = In x. 
2 4 
Ád. /@= CC -s 45. b = 1. 46, a) 2 ; 
b)9;c)—-2 ; đ) -6. 48. “— m.49. 24 m/s. 
2 3 
1 1 e -| 9 
SŨ.a) T2 ¡b)9,€) 5 -ấl.a) 7 
bì Tế. 52. a) 9; b) T. 53, 4m 
32r 


A4. 3n. 55. x. 56. 3r. 57. a) RTr; B) 


2 La 
58. neˆ 59, a) 1 ;B) D 


62.(D) 63.(A) 64.(B).65.(A) 66.(A) 
67. (C). 


CHƯƠNG IV 
v3 ;] P ] 
‡i, #Ì——+~ —+=~ 
4. +ỉ, ‡[ 2 k) - 5 + 
Ôi TA d1 c0 35c 2 16 13 
KT ly TU SE NG r8 
L.j3...`7J, s3... Í.; J3 
3.——=—- SỈ: ->z—=—Ì¡-xš~——i;:Ì;0 
2 2 2 2 Ta 


- .60.(H) 61.(B) 


9. a) Đường tròn tàm 7 (biểu diễn số 7) bán 
kính 1 ; b) Trục thực ; c) Đường trung trực đoạn 
thẳng nối Ó với điểm 4 biểu diễn số 3 + 4¿. 

11, Thực ; Ảo ; Ảo. 12, a) Trục ão trừ điểm 
gốc ; b) Hợp hai đường phân giác của góc giữa 
trục thực, trục ảo ; c) Hợp trục thực và trục ảo ; 


đ) Trục áo bỏ điểm 7 (biểu diễn số ¿ ). 


1 3 8 4, 
.A) +27: b) —— ;) TT; 
13. a) 1 ;:b) 10 MT: lóc sỉ 
đ) —í,—3i, 2 + 3i; e) +2¡. 
xh+y2TI 2x 


14. a) h 
x+@-D ` xr@- 


b) Trục ảo bỏ đoạn thẳng nối 7, 7 (T biểu điễn ¿, J 
biểu điễn —)) ; 
OA' QB' A'8' 


16.225“Og ““Ag =IPÏ› 
17. Si +Ð;+V2(1+tj) t‡2i; 


+( + v3i. 19a) Ì 


;b) -l +2¡; 
c)2/; TL +í. 

20.b)3+¡,] — 2¡.21.a) ti2g =7), Í; 
b) #8=+(3+ 2). 


S SEN, 2 


23. a) ;b) #0); ;e) (1+ ^/2)/. 
24. a) —l, Hài ;b)+l #í 
Si HS 


25.a)b=_—2,c=2;b)a=-4,b=6,c>-4 


8 


= +2(2+ J2 ~¡ 3= 


26. b) tsmg —isin s) 
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27. a) |kz| = |k|z, acgumen của &z là ø nếu È > 0Ö 
và là ø+ x nếu È < Ö (sai khác 2í, l e Z). 


nếu sin <0. 


: 3à) +33 
28. d) sin @ + ïcosø 37a) —46 và =9 ;b) 2. VÀ S. 
TL __ ẾT ©) y=0 hoặc x= I. 
= cos| 2z — ø |+ isin| Z — Ø]. - 
39. a) 3ï; — ; b) Kế Ba .0 4+3“ : 
: h Hà 2 7 
29. ~2? = —512. 30, a) 1+ V3 ¡ b) — + 2m. 
3 €)1+2/,~-1 +¡. 

32. cos4ø = cos” @— 6cos? @sin? ø + sinÍ ø ; 4t) -Ẻ6+v2 4X46+\2 


sin 4Ø = 4(cos” @sin ø — cos@sin” ø). 
41.a) 8(V3 +?) = l6(sos" + isin2), 


6, , 321 
33. -2" ; a8 s2 nh 
34. „ là bội nguyên dương của 3, không có mi. b) A[eos +i TH) 43. (CO 44. (A) 
36. a) A(coe2" "` ìi 45. (A) 46. (B) 47. (B) 48. (A) 49. (B) 
50. (O Š1.(A) 52. (B) 53, (B) %4. (B). 
đ[ se + nhật ] 
ÔN TẬP CUỐI NĂM 
và 3 co TT + Ï nh 
fsin g} 2.c) 59/76 <0>3,5<ø< 3,6. 
4. 5 máy. 
b) N= + in”) : (1: phÐ) : 1 
5. EM) XE: : Kinh /00=5 - 
và Smẩ+ `. : | 
TƑ 
É 5 6. a) 1; b)A >B.7.b) Š Ng 
1 bự h4 
36. a) |:>(-§)+=s(-3)) : 
Tt 5 5` >— 20x ẤT cày .y COLX, 
coxe §.a)y=e lc snx) ;J= 
1 7® 7% Tt 1 
— =+‡đ+— ày=‡+— P 
b) 2 10. a)x +x+ửn vàx + tt 
CO&—— 
§ | ~2 
ý b)§= li 2} :ox=10 : 
._Ø 9 1T ? T 
2sin“ vấn hiến Nho 
c) snẾ |eos(Ÿ- 3) ~ in #- T| 
đ)$= Í HịP 11.a)2<x<3; 
nếu sinT >0; Ề ' 


(-asn#)|se{# + 3)+¡an(# + 5Ì) »s-Í ›: S22 Ju| t2) 
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s  (+x'# 


12.a) +€;b) ~3cos x — cos3x 


16 ' 6 


c) Inleosx| + x tanx +, 


+C; 


13. Ñx) = 4x — 2sin » + bì +9, 
14. a) 4 . HD : Đổi biển x = tanr ; 


B7: ÑD bái bay) 


33 ⁄3 


8 243 mr(e? — Ï) 
.a) — ;b) ——.l6.a) ———— ; 
15.3) + ;b) s-l6.3) 5 


1?.2¡,3—¡; 1+4i ;—1+3i ; _» 


18. a) 4i V3 :b)4 ;c) lối ; đ) n 


20. Hình tròn tâm 4 bán kính 4 (Á biểu điễn số 
3+i3). 
21.+(1 +30); +2 + 0; +(Ý2 — 9. 
22.4) 1+¡, 2—i¡ ;Đ) cosơ, rsinø. 
23.-64; CN 
64 


24.(A)25.(C) 26. (B) 27. (B) 28. (C) 29. (D) 
30. (C) 31. (B) 32. (Ð) 33. (A) 34. (D) 35, (C) 
36. (A) 37, (O) 38. (Bì). 
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rˆạ 
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s: 
 ¬—. `. 
——.. 
— n5 


Xịch phán đo đền 6 
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